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ESPACIOS VECTORIALES
ESTRUCTURA

1.1. Demostrar gue el axioma V8 es equivalente al axioma si-
guiente :
VB* : ax = 0 # a=048 x =0 ,para todo a E K, XEV.

SO0OLUOCTON

a} Vi = vg*

En efecto, en todo espacio vectorial se verifica gue :

® (x =0 ya que ax = {(a + 0})x = ax + Ox
de donde Ot = 0

® a3l = 0 ya que ax = a{x + 0} = ax + a0
de donda al = 10

Por tante, a = 0 & = =0 implica ax =0

# Reciprocamente, ax = 0 implica a =0 & x =10

® 51 a=10 vaestd demostrado

® 51 a # 0 entonces (a-la}x = a-lﬂ , &5 decir, x = 0

b) VB = Vg

Ahora los axiomas gue se verifican son V1,...,VE% veamos que se cumple tam—

bhien V&,

Sea lx = x"; 51 x = x" va estd demostrado. 5i x # x' entonces se tienet
lx = %" & lx =1x" = l{x=x") =20

vy ocomo x — x' # 0, se sigue por VB%® que 1 = 0 ,contradicci@n.
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5;-1-2.-En el conjuntoc R* = R xR se definen las siguientes opera

nes:
Suma + totE.yl o+ {xVy") = ot axt,yo byt
Producte R : kix,v} = (kx,ky)

udiar =i la terna (R?,+,.R) es un espacio vectorial.

LUCION:

C, )+ v ", ¥™)) = Gey) + (e, y ' 4y")
(ot C ") vk (v Ty™))
( (b )+, (yty "3 +9"")
(x+x" ,yy") + ("7}
(G, y) + (x', 7)) + (x"o¥™)
(x,v) + (x',y") = (x + x",vy + ¥')
= {z" + x,¥' + 1)
= {x',¥") + (x,¥)
El elemento neutro es el vector (0,0} va que (x,y) + (0,00 = {(x,¥)

]

El elemento opuesto de (x,v) es (=x,-v) va que (x,¥) + (-x,=¥) = (0,0).

af(x,y) + (x',¥')) =alx+x' ,y+7y')
= (alx + x') ,a{y + ¥"))
= (ax + ax" , ay + ay')
= (ax,ay) + (ax',ay")
= alx,y) + al{x",7")

{{a + b)x ,(a + bly)
(ax + bx , ay + by)
(ax,ay) + {(bx,by)
alx,y) + blx,y)

{a + b)(x,¥)

albix,v)) albx ,by)
{(albx},albyl})
({ab)x ,{ably)

(ab) {x,¥)

1.{x,¥) = (1l.x,1.¥) = (x,¥)

Por verificarse los 8 axiomas de espacio vectorial se sigue que

(R’ ,+,.R) = Espacio wvectorial real

Los pares (x,y)} pueden llamarse ahora con justicia "vectores numEricos",

\{-._1.3. En el conjunto RZ = R xR se definen las siguiente cpera-
ciches :
Suma + : {x,v) + (x',y") = (x+x',y +¥")

Producto .R : alx,y) = (ax,0)
Estudiar si la terna iR2,+,+R1 es un espacioc vectorial.

SOLUCTION:

1} El par (R2,+} es un grupe conmutativo.
1} La propiedad asociativa es consecuencia de serlo la suma de nfimeros rea-
les.
2} El elemento neutro es el par (0,0)
3} El elemento opuesto del par (x,¥) es el par (-x,-v)

4} La conmutatividad es consecuencia de serlo la suma de nimeros reales.

2y La operacibn externa verifica las siguientes propiedades:
5) a(fx,y) + (x' ,¥')) = alx+x" ,y+7y")
= fa(x+x") , D)
= fax +ax', 0
= (ax,0) + (ax", 0)
= alx,y) + al(x", ¥")
({a +blx , O)
= (ax + bx , 0)
= (ax ,0) + (bx , O)
= a(x,y}) + bix,¥)

6} (a + B)(x,¥)

7) alblx,y)) = albx , O)
= (a{bx) ,0)
= ({ab)x , 0}
= (ab) (x,¥)

B) 1.{x,¥)

1.x ,00 = (x,00 # (x,7

El axioma V&. de los espacios vectoriales no se verifica, luego la terna

(R2,+,.RJ no es un espacio vectorial.

3) MWotese que el conjunto 12 con las operaciones indicadas cumple leos siete
Primeros axiomas del espacioc vectorial. Esto demuestra que el axioma V8. es

independiente de los demis.

Conviens sefialar esto ya que en los casos ordinarios de espacios vectoria -
les el axioma VB. parece trivial,y no se ve,si no profundizamos,su necesi -

dad en la axiomitica de esta estructura.



1.4u Demostrar gue,en la axiomdtica usual de espacio vectorial

bre un cuerpo K,la condicifin de conmutatividad del grupo aditiwvo

redundante.

OLUOCTON:

efecto,sea VW el espacio vectorial,y sean x,v € V , entonces

z+ty+x+y=l.x+y) +1l.{x+7y)

{1+ 1L(x+v
{1+ x + (1+ 1y
= x+x+yv+y

plificando por la derecha y por la izquierda la anterier relacidn resulta:

¥

+ x = x4y

2

1-5- Sea R el cuerpo de los nfimercs reales.En R = R xR ze de
nen la operacifn interan

(,%) + (x',¥") = (2 + x',v + v")

la operacifn externa con escalares reales

kix, ¥} = (kx,y}

tudiar las propiedades de espacio vectorial que se verifican.

OLUCTON:

El par {R2,+} es

cios anteriores.

un grupo conmetative come va hemos viste en otros ejerci-

Veamos qué propiedades de la operacifin externa se verifican.

V3. k{{x,y) + (="

Ve, (k + h) (x,¥)

V7. kih(x,y})

de donde se

V3. 1(x,¥) = (lx,¥) = (x,¥) » luego se verifica V8.

¥ = kix 4 2,y + ¥")
= (k(x + =x"),y + ¥")
(kx + kx' v + ¥")
(kx,¥) + (kx",v')
k(x,¥} + ki{x'",¥"} , luegc se verifica V5.

((k + hix,¥v)

(kx + hx,¥)

# (kx,y)} + (hx,y)

k{x,y) + hix,¥) , luego MO se verifica Vé.

]

k(hx,y)

(khx,v)

(kh){x,y) , luego se verifica V7.
sipue V7.

T T N e SR P S e e, ¥ CH

1.6. Sea R el cuerpo de los nfimeros reales.En RE & RxR se de

finen la operacifn interna
(x,v) + (x',y") = (x + x',v + y")
v la operacifin externa con escalares raeales,
kiz,¥) = (x,v)
Estudiar si la terna {R2,+,.R} es un espacio vectorial.

SO0OLUOCION:

1} El par (R2,+j @5 un Erupd conmutativo como va hemos visto en otros ejerci-
cios anteriores.
2) Veamos si se verifican las propiedades de la operacifn externa.
Vi, k{{x, ¥} + (x°.7"0) = kix + 2",y + ¥")
(x+x',y +y")
(x,3) + (x'y5")
= kix,y) + ki{x",7"}
¥,por tanto, se verifica el axioma V5,
Ve, (k + h){x,¥) = (x,v)
# (x,v) + (x,v)
k(x,y) + hix,y)
¥,por tanto, no se verifica el axioma V6.
V7. kih{x,¥)) kix,¥)
(x,¥)
(kh) (x,¥)
Luego se wverifica el axioma V7.
V8. l{x,y) = (x,7)

Luego se verifica tambign el axioma VB.

. 2 £ i
De lo anterior se sigue que (R™,+,.R) no es un espacio vectorial.

1:7. Sea ¥V un espacic vectorial no nulo sobre un cuerpo K de

infinitos elementos; demostrar que ¥ tiene también infinitos ele-
mentos.,

SOLUCION :

Puesto que V es distinto de {0]} ,existe al menos un elemento x # 0. Los vectores
ax con a €E K son todes distintos vya que 31 ax = bx , a,b EE entonces

8K * bx = ax-bx =0 = {(a-blx=0 = a=ph= 0
de donde a => , contradicecidn

Por tanto, ¥V tiene al menos tantos elementos,es decir, vectores como elementos
tiene K.
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1.8. Sea £/2% el cuerpo de los nfimeros congruentes mSduleo 2,
K = 2/2%2 , se considera el espacio vectorial t12,+,-lj, Se pide

1.19. Sea R? el conjunte de los pares de nfmeros reales,se de-
finen las operacicnes :
(x,¥v) + (x',¥") = (x + x",v + v")
kix,y) = (kzx,kzy} rkeR
Estudiar las propiedades de espacio vectorial que se verifican.

Niameroc de vectores de este espacio,

Formar la tabla del grupo aditivo.

Demostrar gue esta tabla es isomorfa al grupo de KLEIN K4.
) LUCION :

SOLUOCION:

El cuerpo base K consta de dos elementos, las clases 0,l.Luego ‘2 = E=*K

. 2 i P .
consta de cuatro elementos., Los vectores son los siguientes: i) (R",4) es un grupo conmutativo, como se ha visto ya en los ejercicios ante

Vo= @0 v, = 0,0 Y, = (@0LD ¥, = (0D

riores.
ii) Veamos ahora cufles de los axiomas V5,V6,V7 ¥ VB se cumplen.

La tabla del grupo aditivo es la siguiente: O V5 s k((x,y) + (x',¥")) = k(x + x",y + y')

+ - - . -
w w W
Yo 1 2 3 = (0 +xE (y + y')
v v v v v 2 e 2
Yo | Vo 1 2 3 = (k"% + k"', K%y + k°y")
v v v v v - o
1 1 o 3 2 = (k"x, ky) + (Kx",k'¥")
v v v v v
2 2 3 o 1 = kix,y) + ki(x",y")
- - -+ - +
va v3 vz "1 wn Luego, se cumple el axioma V5.

® V6 1 (k+ h)(x,y) = ((k + h)Zx,(k + W2y

= (k% + 2kh + wDx, (62 + 2kn + D)y
= (kx + 2khx + h2x, KPy + 2khy + biy)
# {kzx,kzyj + {hzx,hzy}

= k(x,¥) + h(x,y)

Esta propiedad no se verifica en general.$i k=1 , h = 2 ¥y (x,¥v) = (3,4

Esta tabla es un grupo de orden cuatro.Es evidente que no se trata del gru-
por ciclico wya que todos los elementos son de orden dos, luego es isomorfo

al grupo de KLEIN K

, © Brupo del recté@ngulo.

1.9. Sea K = £/38 v {13,4-, E) el espacio vectorial sobre el
prpo K.

pide : se tiene ,

(1 + 2)(3,4) = 3(3,4) = {32.3,32.£j = {27,36)
1(3,4) + 2(3,4) = (3,4) + (12,16) = (15,20)

que evidentemente son distintos.

Nfimero de vectores del espacio vectorial.
Si v es un vector cualgquierda de 13 , éauéd puede decirse de
V+ VYD

DLUCION:
[
El cuerpo bhase consta de tres elementos 0,1,7 .Luego el niimero de elementos

®* V7 : k(h(x,y)) = k(hzﬂ,h2?}
iy ] 2.2

de K3 B5 1 TRORE A
Card(K’) = Card (R¥K<K) - (e %, G %)
= Card(K).Card(K).Card(K)
ar ar aAr - (k.h} {xpf‘j
[ = 3.3.3 = 27
; . ¢ . 5.; _ ﬁ.; ol E Luego, se cumple V7,

V8 : LG9 = (1%, 1%) = x,9)

Luege, tanbifn se verifica el axioma V8.

; . n
For tanto, en todo espacio vectorial K cuvo cuerpo base sea de caracteris-

| tica 3 se verifica que
-+ - =+
vV+v+ve0
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2 = KxK se de

1.11. Sea K un cuerpo de caracteristica dos.En K
n la operacifn interna
(x,v) + (x',¥y") = (x + x',y + ¥y'"]
a operacifin externa con escalares de K
kix,y¥) = (kzx,kzy}
udiar si la terna {K2,+,.K) es un espacio vectorial,

LOCTION

1 par {K2,+) es un grupo conmutativo.

1. La propiedad asociativa es consecuencia de serle la suma en K.
2. La propiedad conmutativa es consecuencia de serle la suma en K.
3. El elemento neutro de la suma es el par {(0,0)

4. El elemente opuesto del par (x,y) es el par {-x,-v¥}.

eamos las propiedades de la operacidn externa.

5. k((x,y) + (x",¥")) = kix + =",y + ¥")
= (kztx + x'},kziy +:7')}
= (fx + Kox' 10y + koy*)
- ok + afx k)
= k(x,y) + kix",¥")

de donde se sigue el cumplimiento del V5.
6. (i + 1) (eay) = (Ck + 1), (k + m)Py)
(2 + n® + Zkh)x, (&> + b

+ 2khiv)
2 2 i 2 —
fk*x + h°x, kK'y + hy) , ya aue K es de caracteristica 2,
{kzx.kzy} + Ehzx,hzy}

kix,¥) + hixn,¥)

¥ por tanto,se cumple el axioma V6.

Z

Witese que esta propiedad se verifica si el cuerpo base es de caracteris-
| tica 2.En el ejercicio anterior hemos visto que esta propiedad no se cum-
| ple cuando el cuerpo es R.
V7. kih(x,y)) = k{hzx,hzy}
‘ - (2o 1 ()

= {(kh)zx.(kh}zy]
| - (k) (x,¥)

¥ por tanto,se cumple la propiedad V7.
VB, 1.(x,y) = {lzx.le}
= {x,¥)

de donde se sigue el cumplimiento del axioma V&.

. 2 . ,
lo anterior se sigue que (K ,+,.K) es un espacio vectorial.

cios veclorares - cstructura f 17

2 :
1.12. Sea R el conjunto de pares de nfimerocs reales,C el cuer-
po de los nimeros complejos; se definen las operaciones siguientes:

(x,7) + [x",¥y') = {x + %',y + y'}

a (x,y}) = (ax - by,bx + ay)
siendo a= a + bi EC.

2
Demostrar gue (R™,+,.C) es un espacio vectorial complejo.

SOLUOUCION:

2 %
1} El par {(R™,+) es un grupc conmutativo como se ha visto ya en ejercicios ante

riores.

2) Veamos ahora que se cumplen los 4 restantes axiomas de espacio vectorial,
Vi: ellxy} + (x",¥")) = alx,y) +alx',y")
allx,y) + (x",¥'})

alx+ x".vy + ¥7)
= (alx + x') - b{y + ¥"),b{x + x") + aly + ¥"))
= (ax - by + ax' - by',bx + ay + bx' + ay")
= {ax = by,bx + ay) + (ax" - by",bx" + ay")
= alx,y) + al(x',y')
Ve: (o + Bi(x,y) = ({a+ bi) + (c+ di)){x,¥)
= ({a + c) + (b + d)i}(x,y)
= ({a+clx - (b+ dy,(b+ d)x + (a + e)y)
= (ax - by + cx = dy, bx + ay + dx + cy)
= (ax - by , bx + ay) + (cx - dy , dx + cy)
= alx,y) + Bl=x,y}
vi: (oB)(x,y) = {{a + bi)(e + di)){x,¥)
= ({ac = bd) + (ad + be)i)(x,¥)
= {{ac = bd)x = (ad + bely,(ad + be)x + (ac — bdlv)

= [alex - dy)
= (a + bi}(ex - dy,dx + cy)
= {a+ bi}((c + di)(x,¥))
= a(Blx,y))

V8: Lo,y = (1 + 0i){x,y)
= (l.x - D.y,0.x + 1.v)

bi{dx 4+ cy)}, blex - dy) + aldx + cy))

= {x,y)

2 .
De 1) ¥ 2) =se deduce que (R",+,.C) es un espacic vectorial schre el cuerpa de

los niimercs complejos,
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1.13. Sea G un grupe abelianc y K una operacifn externa schre
pne verifica los axiomas V5,Ve v V7. Demostrar que :

La aplicacifn fa 1 G —G
definida por x —-—-l-rfa{x] = ax , atcEK

es un endomorfiszmo.

Im £, = {x € 6/1x = x!

Im £, N ker £, = {o}

Todo elemento x de G puede expresarse de la forma x = X + X,

con ¥, € Im fl ¥y X, € ker fl.Esta forma es OGnica.

1
Im f1 es un espacio vectorial sobre K con las operaciones indu-

cidas.

LUCTORN:

f{x+y)=aix+y) , por definicidn de £
a

= ax + ay . por V3

fafx} + £_(¥)

e S5i lx = x , es evidente que X es un elemento de Im fl va que X es imagen

» por definicidn de f_

del mismo.
® PReciprocamente, sea x un elemento de Im fl’ entonces existe un ¥ de &

tal que fl(y) =x , es decir, lv = x. Veamos que I1lx = x .

¢ tiene : = ly = Ix = 1{1y} , multiplicando por 1
= (1.1}y s por V7
= ]y =x

5ixeE Im fl N ker f1 entonces fl{x} = lx = x , por pertenecer a Im fl
y Eix) =10

luege x=0 e Im fl M ker fl = {0} .

® Sea x un elemento de (3, entonces Xy = flix} pertenece a Im f1+ Tomemos

, por pertenecer a ker fl

X, = X - X, entonces
flfxz} = fI{K - xlj - flixj = flcxlj SRy Tl 3 o

luego KE € ker £, . Por tanto ,

1

x=x +x, con ¥ £ Im i, v % € ker [,

& La descomposicifn es finica por verificarse c).

e Im f1 es un subgrupo de G

e Im fl es estable para el producto ya que ax = (lajx = l(ax) € Im f1
s Im fl verifica los axiomas V5,V6 ¥ V7 por ser un subconjunto de G v el

V8 por el apartado b)
De lo anterior se deduce que Im fl con las operaciones inducidas es un

espacio vectorial.

=Hpacros vectorales - cstructura ¢ 1%

1.14. Sea f una funcifn continua de R en R.En R se definen las

operaciones siguientes :

3

(%3 + y31/3

HEY
¥ey = f(xly
Determinar las condiciones gue tiene que verificar la funcién £ pa
ra gue (R,x,+*R}] sea un espacio wvectorial. Hallar f.

SOLUCTION :

a} En el ejercicio 11.12. del tomo 1 se ha demostrade que (R,%) es un grupo con
mutativa.
b} Veamos si se verifican los axiomas V5,V6,V7 'y VB,

o V5 : as(eky) = £(a)(x} + )13
(e + (et
(£(a)=) ® (f{a)y)
{a » x} % (a - ¥y)

1/3

@6 : (a+b)ex = (acx)%(bex) * £a+b)x = ((F@)x)° + (Fpy)H /3
o (Flat)x)? = (£@)n’ + (ep)x)?
» (£(a + B = (£(a))? + (£p))>

® V7 : (ab) *x =a-(b+x) = flablx = £(a)(f(b)x)
= flab) = £(a)f(b)

® TH : lex=xn e f{l)x==x
= (1)

El axioma V5 se verifica para toda funcifn F continua de R en K.

Los axicmas V6,V7 y VB nos proporcionan tres condiciones que debe verificar

la funcidn f :

£(1) = 1 i [11
Elab) = £(a)f{b) P [2]
(£a +B))° = (£ + (r))® , (3]

Las funciones £ de RI en BY que verifican la segpunda condicidén son precisa-
mente las funciones potenciales,es decir, los isomorfismos continuos del
grupo multiplicativo RI en 5i mismo, ¥ son de la forma gix) = X

Nitese gque si se verifica la segunda condicifn automiticamente se verifica
la primera,basta tomar en [2] b = 1

La tercera condicifn se verifica cuandc v = 1/3
HIIE

Por tanto, la funcidn potencial g es gix) = . Eata funcifn se extien-

de a todo R de modo natural v se obtiene la funcifn £ definida por
£(x) = x'/3
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.15. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, 5 un con-
b arbitrario y

M(5,V) = {f : 8§ —m=V/f aplicacifin}

Ltrar_que la terna (M(S,V),+,.K) es un espacio vectorial,sien-
y .K las operaciones naturales inducidas por las de V en el

unto M(S,V).
L. UCION:

bperacifn interna :
M(S5V) X M(S;V) i M(S;V)
(f,g) —————p f + g
Honde f + g ¢ § =¥  viene definida por (f + g)(x) = f(x) + gix)

£l par (M(5;¥),+) es un grupe conmutative.
) P. asociativa : £+ (g+h) ={({f+g)+h

En efecto , sea x €S  entonces ,

(E+ (g+h)(x) = £(x) + (g + h){x) = £(x} + g(x) + h(x}
= (f + g)(x) + hix)
= (f + g) + h)(x)
de donde se sigue que f + (g+ h) = (E+ g) +h .

?) El elemento neutro viene dado por la aplicacién 0: 5 —m ¥V donde
0(x) = 0 , para tode x de S
(f + 0)(x) = f(x) + O(x) = £(x) de donde [ +0=*F
1) El elemento opuesto de f es ~f definido per (-f)(x) = -f(x)
(f+ (-£))(x) = £(x) + (-£) (%) = £(x) - £(x) = O(x), de donde
E+(-F) =0

4) La conmutatividad es consecuencia de
(£ + g)(x) = £(x) + g(x) = g(x) + £(x) = (g + £)(x)
|Operacifn externa :
E x M(5;V) ———— M(5;V)
fa , f) ———— af
donde af : § ——=V viene definida por : (af)(x) = af(x) = a.(£(x))

La operacidn .K wverifica las propiedades del espacio vecterial ,

5) a({f + g} = af + ag

6) (a + b)f = af + bf
| 70 alb(£)) = (ab)f
B) 1.f = £

La demostracifn de estas propiedades se hace como en la suma.

1.16. Sea 7 un grupo abeliano v K un cuerpo conmutativo;se de-
fine una operacifn externa en G de la siguiente forma
"Para todo a €K v todo x € G, ax = 0"
Estudiar las condiciones que tiene gue verificar G para que la ter

na (G,+,.K) sea un espacio vectorial.

SOLUOCION:

a) Por ser G un grupe abeliano verifica los axiomas V1,V2,¥3 vy V4 de espacio
vectorial.

k) Veamos que:axiomas cumple la operacidn externa.
Vi : alx+y) =ax+ay vaque a(x+y) =0 vy ax=0 v ay=0, v,

por tanto, ax + ay = 0

V6 : (a+b)x=ax+bx yaque (a+blx=0 v ax=0 v bx=0, 1y,
por tanto, ax + by = 0

V7 ¢ (ablx = a(bx) va que (ab)x =0 vy afbx) = a0 =10

veé @ lx =20 luege no se verifica el axioma si G tiene elemen-

tos distintos de 0
Por tanto,(G,+,.K) es un espacio vectorial si,v solo si, & tiene un {inico ele-

mento,es decir, G es el grupo cero.

1.17. Demostrar gque la condicifn necesaria vy suficientes para
que la unifn de dos subespacios vectoriales de V sea un subespacio
vectorial es que uno de ellos esté contenideo en el otro.

SOLUCION:

a) La condicibn es necesaria.

UW, sea un sub-

Sean W,y W, dos subespacios vectoriales de V cuya unidn W, P

espacio vectorial de V.,

® 54 W, = “2 entonces ya esti demostrado.

®5iw ¢ W, entonces existird al menos un elemento x € W, tal que x & W,
Para todo y € HE se tiene que z =x + y € “1 L.IH2 por ser la unidn de Hl
¥ W, un subespacio vectorial. Como x & W, también z = x + y if W,, luego

g=x+y€E Wl de donde v € Wi +¥ por tanto, H2 C'Hl
® 5i Hz C W, entonces de forma anfiloga se tiene que W, CW,.
b} La condicifn es suficiente.
E
n efecto, si ﬂl C Hz entonces HI L.rli2 - H2

51 H2 c “1 entonces Hl U'H2 = Hl

¥ en ambos casos la unifn es un subespacio vectorial,
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1.13. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K.

Demostrar mediante un ejemplo gue la unifn de dos subespacios
vectoriales,no es en general un subespacioc vectorial.

51 (Hi}i.EI es una familia de subespacios de ¥V, filtrante su-
periormente,es decir,tal gue para tode i,j € I existe un k € 1

¥ W, W, entonces LJ “i es un subespacio

con W.o W
i 3 k i€1

k
vectorial de V.

LUCION

sea V=R ,W = {(xy,2)/x=y=0} y W= {{x,y,2) /z=0}

entonces si Wl u “2 fuese un subespacio come (0,0,1) ¥ (1,1,0) son wvec-
tores de W, U W, se verificaria que (1,1,0) - (0,0,1) = (1,1,-1) es un
vector de Hl u “2 . 1o que no es cierto ya que (1,1,-1) no es un vector

ni de Hi ni de 92,

Veamps shora que L']Hi es un subespacio vectorial de V.

igl
a) Como W, # @ ,para todo i ,entonces J?g;li # 0@
b) Sean %,y & L_j “i ,entonces existe un iE1 tal que x€ Hi , ¥ existe
i€l

un jEI tal que yEHj

te un ke I con Hi. C'Hk ¥ 'Hj [ = Hk s POT tanto X, ¥ E'H'k.
Por ger HF un subespacio vectorial se tiene : x +y E “k de donde
X4VE LJHi
iE 1
¢} Finalmente sea aSK v X EU LA entances existe un 1€T tal

i€l

que x €W, , de donde ax EW, vy de agui  ax E-lEIIHi
i

De a) , b} , ¢} se deduce que L_}Hi es un subespacio vectorial de ¥

i€l

1.19. Poner en {R2,+,.R} un ejemplo gue demuestre gue la unifn

E dos subespacios vectoriales nc es en general un subespacio vec-

2

brial de R™.

OLUCION:

: : . 2 = -
mnsideremos el espacio vectorial B- v en 21 los subespacilos

. vector (1,00 EW
ctorial de R2 el wector (1,00 + (0,13 = (1,1) perteneceria a la unidn,contra-

ceifn con el hecho de que (1,1) no pertenece a ninguno de los dos subespacios.

W, = {(x,00/x €R} vy W, = {(0,y)/y €R}

¥ el vector (0,1} sz s o2i ='I»]I'1 U W., fuese subespacio

1 2

» siendo la familia filtrante superiormente exis
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1.20. En 1 espacio vectorial R" se considera el subconjunto
M= [xl.xz,xg,xqﬁ & ¥y + X ¥ X3 + Xy= 0%
I

Demostrar que M es un subespacio vectorial de RY.

1%
2°) Encontrar en M tres vectores u,v,w due sean linealmente in-
dependientes , y demostrar gue todo vector de M se puede poner
coma combinaci®n lineal de u,Vv,w.
SsO0OLUOCION:
1° Veamos que M es un subespacio vectorial de R'.
Sean = (X +%.%3,%y) €& ¥ = {¥1,¥2, ¥3.¥,) dos elementos de H“,Enton-
ces ,
Fty=(x;+ ¥y, %2+ Fa. %t Y, B+t V) . ¥
¥+ y1+ #®+ ¥+ X3 + y3+ xy + ¥, =
=(x;+ Xp+ x3+ %)+ (1 + y2+ y3+ )
= 0+0=0 ,
luego , x + ¥ &3 un elemento de M.
De ax = al(x; X3 ,%3 %y ) =(ax; , axy , ax3 , ax,)
¥ ax) + ax; + ax3y + axy = alx; + xp + w3+ x) =a.0=20
se sigue que ax es un elemento de M,
Por tanto M es un subespacio vectorial de Rﬁ-
2" Los wvectores ;u = (1,0,0,-1)

v

ED!l!Dl_l}
(D,ﬂ,l,—l}

dientes como se comprueba facilmente.

son elementos de M v linealmente indepen-—

w

Sea z = (z,, 23, 23, 2,) un vector de M, que por tanto verifica ,
0= z;+ 2+ 23+ 2y .
Veamos si podemoe poner z como combinacidn lineal de los vectores u,v,w.
zZ=au + by + ow
= (zl pE2 T3 S Ey :‘ = al:lsﬂtnl'l} +b(uslmu:_l} + '3(0:011:"1}
= {a,b,c,-a-h-¢)

luego basta tomar , a =23 , b=2; , ¢c = z3

De los dos apartados anteriores se asigue que (M,+,.R} es un subespacioc vectorial

de Eﬁ. de dimensifn 3 ¥a que B = (u,v,w) es una base de M.
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1.21. sea v un espacio vectorial sobre un cuerpo E, _,CZW:I el
njunto de todos los subespacics de V.Demostrar
La relacién ' definida an F (W por

" - - "
“1 = Hziﬁ- “1 n 'ﬂz "1

es una relacifn de crden.
El par Lgﬁ%J,E )} es un reticulo.

5i "1 E:Hz ,entonces se verifica

HEH(H+W1}'= [Wzl"IW]'F W

OLUCION:

= =
a) 'h'l =W, vyaque Hlﬂﬂl W

W
pew =W = WNW=V
W

1
e W = =2 “2 n Hl =W

1
lg vy de aqul se deduce que HI'WE

1 2

oW, SW, = YNV, =V

ls de donde se deduce :
=W = W,NW, =w

2 3 2

WoN W= NE)NE, =W 0 W, NW) =W AW, = W de
=

donde ul_w3

De a),b),c) se deduce que (__%},E) es una relacidn de orden.

Para ver que {_(EFJ,E} es un reticulo basta demostrar que

a) sup{‘ﬂl,izj = Wl + WZ ¥ b) mfl['lll,lvlz} = Hll'l H‘.E

Veamos la demostracidm de la primera ,la otra es totalmente andloga.

De Wl = 'Jl + Hz v WZ L = Wl + Hz se sigue que

L] = = +
Hlﬂ (lil +W21 Iil de donde Hl Hl 'ii'2

L =
Hzﬂ I[Hl +* Hz} - HE de donde H2 = 'H'l + 'H2

Sea HE _,%} tal que H].E H oy W, = H , entonces .,
‘Wlﬂﬂﬂwl vy por tanto W. = H

L] wzn H = W

1 como consecuencia de esto @

5 ¥ por tanto TA'E: H

Wl'i'ﬂzl:u , es deeir, {WI+H2}nH =W, +W, ,o0loaquees lo mismo

= -
“l +W, = H , luego aup(wrﬂé} W, W, .
Esta tercera propiedad de los reticulos recibe el nombre tambi&n de

postulado de ODedekind . Al ser una relacifn entre subespacios vectoriales

como cojuntos se tratard de demostrar la igualdad de €stos.

CHASCIOS VELIU ares < Coruciwmia | £0

a) Sea zE '2 n {H+H‘1} entonces 2 £ “2 ¥ zE 'H'+Il1 ¥ por

tanto z = x + ¥ con xE W, yE'h'l.

Cgmnﬂlﬁﬂz se tiene {l}u-:—yEHE'
luego IEHEﬂH‘

y ademas (2) xEW

De todo esto se obtienme que z =x+ ¥y con X E 'Hzl"l W ,¥yE Wl
es un elemento de I[I-I2 nw + Wl s+ 0 lo que es lo mismo ,

L} I"I{'H+'Iiil'l} :(WEI"I lﬂ'l'il'l

2

b) Sea ahora =z E{Hz MW + W, entonces 2z = %X + v con xEﬂan‘ ,YEW

1 1

equivalente a decir gue x E H2 s TEWR ¥ € “1 :

como W. = W

1 2 1
y como ademfis x & W, vy EW

y Y EW entonces v EW ¥y por tanto £ = xty EW

2

| entonces obtenemos tambiBn : z E'iHiil

¥ en consecuencia =z £ “2 n w +ﬂ'1} »0 lo que es lo mismo,

2

{Hznlﬂ-l-iil (= Hzﬂﬁi+ﬂl‘)

De a) v b) se sigue la cuestidn 3).

1-&. Sea F(R,R) el espacio de todas las funciones de R en R.

Estudiar si W es un subespacio de F(R,R) donde :

i) w = {f EF(R,R/E(3) =01}

ii) W = {f € P(R,R}/£(1}) = £(2)]
iii) W = {f € P(R,R) /f(-x) = =fix]}}

SOLUCTON:

i) W# @ va que la funcidn cero '.l’l:| £ W puesto que fD(TJ = 1,

5i f,g €W entonces para todo a,b € R se tiene que
(af + bg)(3) = af(3) + bg(3) = a.0 + b.0 =0
Luego, af + bg EW ¥ por tanto W es un subespacio vectorial de F(R,R).

ii) W # El va que la funeifn cero }:"::I £ W puesto que Eo{l}l = f(2) = Q.

81 f,g W entonces para todo a,b € R se tiene que
(af + bg) (1) = af (1) + bf(1l) = af(2) + bFf{(2) = (af + bg)(2)
Luego, af + bg €W y por tanto W es un subespacio vectorial de F(R,R).

iii) W # P va que la funciSn cero f';l E W puesto que Eo{-xl == =)= —fn(x}-

8i f,g = W entonces para todo a,b € W se tiene que
(af + bg) (-x) = af(-x) + bg{-x) = -af(x) - be(x) = —(af(x) + be(x))
= —(af + bgl(x)
Luego, af + bg EW v por tanto W es un subespacio vectorial de F(R,R).
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1.B. Sea ¥ un espacioc vectorial sobre un cuerpo K. Demos-
r mediante un ejemploc gue ugﬁ%] .- no s 2n general un
fculo distributivo. .

LUCTION:

¥ = lg,ennSideremns los subespacios vectoriales Hl = {{x,y)/ x = 0}

v, - {e,yd fx=v%v1 . ¥ v, = {(x,¥) / v = 0} entonces se tiene:
2

¢ (a) Hlﬂ(wz+H3}-w1ﬂa - W

+ (b w, n "2}'* (uln w3}= o} + {0} = {0}

' < . 2 .
Evidentemente los subedpacios vectoriales de R™  obtenidos en (a) v (b)
no son iguales ,luego la interseccién M no distribuye respecto de la

suma + .
Andlogamente se verifica :

* (a) wl + {92 n H3 ) = "i + [0} = wl

s 2 2

* (b) cwl+uzhn(wl+w1=nnn=n

3
Evidentemente los subespacios vectoriales obtenides en (a) vy (b) mno son

iguales ,luego la suma no distribuye respecto a la interseccifn.

los apartados 1) v 2) se deduce que ﬁ#}, =) o lo que es lo mismo

(Vi, + , M) no es un reticule distributivo.

1-:y*- Sea 5§ = {ulruz,...,un} un sistema likre ¥y u el wector

do por,
- = + + +
u alul azu2 P anun

nde los coeficientes son todos nonulos.Demostrar que el sistema

[ul.uz;...,ui_l,u.ui+l,...,un} g5 libre.

OLUCION:

remos la demostracidn per reduccifn al absurdo. Supongamos que 5' es un siste
ligadoipor ser 5' -{u} un sistema libre u tiens que depender linealmente de

s vectores de 5", es decir,

S T W T A T Ll b
s e L e R R L R
también, u = aguy o oagu, oL + ai-lui-1+ aiui+ bi+lui+1 + oo tau

donde a, = 0 ,contradiccidn. Por tanto, 5' es un sistema libre.
i
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13 Se considera el conjunto ¥V = {(x,v,v¥,-%)/¥,v e R}

en el gue se definen las siguientes operacicnes:
A, v, v.-x) + (2,t,t,-2) = (x+z, y+t, y+t, =(xutz})
k{erIYr_x] - {kX.rk}’:k}’;‘kKj ke m

pemostrar que V con estas operaciones es un espacio vectorial,

S0OLUCION:

J : = i 4
Es evidente que ¥V es un subconjunto del espacio vectorial R .Para ver si Vv
. . ¥ & 5
es un espacio vectorial , subespacio de R , basta ver si cumple las dos con

diciones de subespacio.

a} Sean (x,v,¥,-%x) , {z,t,t,-z) dos elementos de V , entonces ,
(X,7¥,¥,-%) - {z,t,t,-2) = (x=z,y=t,y-t,=(x=2z))
es un elemento de V .Por tante ¥V es un subgrupo de Rﬁ.

b} Sean (x,y,v,-x) un elemento de V , ¥ k un nimero real, entonces
k(x,v,v,-x) = (kx,ky,ky,-kx)
es un elemento de V.

De a) v b) se deduce que V es un espacio vectorial , subespacio de Eﬁ.

1-26- Se considera el subconjunto de los nfimeros reales dado
por W= {a + bv2Z + /3 / a,b,c € Q}. Demostrar gque W =5 un subespa
cio vectorial de R con las operaciones inducidas.Dar tambi&n una
base v la dimensién.

SOLUCTION :

1) Es evidente que W es un subconjunto no vacio de R, Para ver si W es un subes
cio vectorial de R,basta ver si se cumplen las dos condiciones de subespacio
vectorial.

a) Sea a+ b'I + o3 y a' + b2 + ¢'"V3 dos elementos de W entonces
(a+b/Z +cv + (a" +b'VZ 4+ "V =(a+a") +(b+1b" W+ (c+c")¥I

que es un elemento de W,
b) Sean a 4+ WZ + e¥3 € W v k un nimerc real , entonces
k (a+ b2 +c/3) = (ka) + (kb)VZ + (ke)VT n
que e3 un elemento de W % _
1) Una base de este subespacic vectorial es B = (1,¥2 ,v7) cumoi%ﬁ’wk EELE
inmediatamente. Por tanto, su dimensién es Card(B) = 3. .%miﬁ@ﬁ
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1-”- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpoc K. Demostrar:

1) Liv) =v , L@ ={0}

2} 5 cT entonces LI(S) © L(T), y reciprocamente,

3} L(L(5)) = L(8)

4) Si W es un espacio vectorial de V entonces L(W) = W

5} L(S UT) = L{8) + L(T)

6) 81 xeL({S U {y}) ¥ x &€ L(S) , entonces y € L(8 U {x})

donde se indica con L(S) el cierre de S, es decir, el menor subes

1.27- Sea ¥V un espacio vectorial sobre K y 5 un subconjunto
V. Se llama cierre de § al menor subespacic vectorial gue con

ene a 5. Lo designaremos por L(S) oapor (S5) . Demostrar :

L(8) es la interseccifn de todos los subespacios de V que con

tienen a 5.
L(g8) es el conjunto de todas las combinaciones lineales fini-

tas de elementos de 5.

OLUCTION: pacio de V que contiene a §

Sea F la familia de todos los subespacios de V¥V que contienen a S,dado §_° LUCION:

que V& F, F no es vacia, Sea W = ﬂ F , 81 F&E [ entonces
FE F ; 5
8§ = F, siendo F un subespacio wvectorial, por tanto W = ﬁ F es un L). Sytdenteminte log menofes; subespacios de ¥V gue contlenco g ¥ 0 ot tae-
FEF pectivamente ¥ v {0}, luego L(V) =V v L{# = {0}

subespacio vectorial y 8§ © W,
Veamos que es el menor de los subespacios que contienen a W. L(T) es un subespacic que contiene a T , por tanto a 5, de aqui que como

51 H es un subespacio vectorial de W tal que contiene a % ,entonces L(S) es el menor subespacio que contiene a § , se sigue L(S)c L(T).

A E F y por tanto W= n F = H, de donde W es el menor subes- Se demuestra ahora la propiedad 4) que luego utilizaremos,

FEF
pacio de ¥ que contiene a 5 ¥ en consecuencia W = L(5). §i W es un subespacio , el menor subespacic que contiene a W es precisamen
te W, luego L{(W) = W.
vea U = 3 I ax. [ x, € S * el conjunto de todas las combinacio- Reciprocamente, si W = L(W) , como L(W) es un subespacio entonces tambiZn

nes lineales finitas de elementos de 5, entonces se verifica : lo es W.

0 - 5 ; . 4
a) € U0 , va que basta tomar todos los a, nulas. Luego U # @ . Como L(5) es un subespacio , por la propiedad &) se sigue que
b) 5i x,y €E0 con x = ax, , ym= bjxj ) XpaXy € s, L{L(8)) = L(5)
entonces x + y = 2. ax, + Ebjxj es una combinacifn lineal Los elementos de L{S5 U T) son combinaciones lineales finitas de elementos

de 5 U T, es decir,elementos de 5 v de T.

finita de elementos de 5 , luegn x + y € U .
Sea entonces , 2 un elementos de L{5 U T), entonces zm= Enixi . xiES Ut

e} 81 x €E U, con x= 2: a4, ¥y a&K entonces se obtiene : asociando esta expresidn mediante la asociatividad y conmutatividad de la
suma de vectores en la forma ,
z = E a.xy + E a{x;
xjes L X{E T
se sigue que z EL(5 UT) == z=u+v , donde u €L(5) y vE€L(T,

decir, L(S UT) = L(5) + L(T). Elotre contenido es inmediato.

AKX = 7 P 4. = : - i i i
{ E a; 1} z{aal}xl que @8 una combinacidnm lineal
finita de elementos de §.

De a),b} v ¢} se deduce que U es un subespacio de V.

d) Ademfis si x €5, x = l.x es una combinacidn lineal finita de elemen-

tos de §, luego S5 U . 8i x €L(S U{y}) entonces =x=73 a;x, + by con :{iES ¥ oa;b EK

b debe ser distinto de cero , pues de lo contrario se tendrfa : x =} a_x%.

e} Veames ahora que U = W = L{5).
11

Si H es otro subespacio de V tal que 5 — H , entonces si x €U ‘KiE 5, luego x € L(S) , contradiccifn con la hipStesis.

1

Xx= Eaixi con X € 5 vy por tanto xiElI de donde x EH ¥ Siendo b # 0 se tiene , ¥y = b ox o+ { E {-b-laixi}} , con x_iE S, es

finalmente U = H ,es decir, U es el menor subespacio de ¥ que contie decir , ¥y € L{s U{xh

ne a 5 .Asi pues , 0 = L(5) =W
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1.29._r Sea ¥V un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nme-
reales en el gue se verifican las siguientes relaciones:
ax + by + cz = H , a,b,c e R 3 X, v,2E ¥V
ab ¥ 0 .
strar gue el subespacio vectorial engendrado por los vectores
gz el mismo gue el engendrado por ¥,Z.

DLUCION:

¥

trata de demostrar que L{{x,z}) = L{{y.zh.

b Li{x,2}) c L{{y,zD .

En efecto, ax + by +cz =0 = x = (-bfa)y + (-e¢fadz ya que a # 0,

¥y por tante, x,z pertenecen a L{{v,z}}, luego el subespacio engendrado

por %,z esta contenido en el subespacio engendrado por y,z.

) Li{y,z}) c L{{x,z}) B

En efecto, ax + by +cz =0 = v = (-a/blx + (-c/blz va que b ¢ 0,
por tanto, ¥,Z pertenecen a L{{x,z}), luego el subespacic engendrade
per v,z estd contenido en el subespacic engendrado por X,2Z.

i} ¥ ii) se deduce el enunciado.

1.@. S=a V un espacioc vectorial sobre un cuerpc K, x, ¥y € V ,
mn x#¥0 e y#0.

smostrar que L ({x}) = L{{yl si y solosi x=ay , a#0.
ar una interpretacifin gecmefrica de este resultado.

0OLOCTION:

al 8i L{{x}) = L({y}) entonces se tiene que x & L{{y}) v por tanto
% es una combinacidn lineal de v, es decir, x = ay , con a f 0 ,pues

sinoe x = 0.y = 0 , contradiccidn con la hipftesis de x # 0

b}  Reciprocamente , sea z & L{{x]) » entonces z = bx , ¥ por tamto,

z="bx =blay) = (ba)y de donde =z € L{{yl}).
Por consiguiente , L{{x}) = L{{y} (1)

Andlogamente , =i 2z € L{{yl) entonces =z =ey , ¥ por tanto ,

: maym BT X (eAiTHE  de dinde B8 LUEN.
Por consiguiente , L{{y}) = L{{xh 1

De las relaciones (1) ¥ (2) se tiene finalmente que L{{x}) = L{{y}).
GeomEtricamente esto significa que dos rectas vectoriales son iguales si,y

sole si,un vector arbitraric no nulo de ellas es proporciomal a un vector

cualquiera no nulo de la otra.

T, T L T L TR RO L B e . - - -

1.31. Sea R3 el espacio vectorial numérico tridimensional, se

consideran los subespacios vectoriales engendrados por los vecto-
res p u f1,2,1) , w
¥ X (1,1,0) , ¥

pemostrar gue L({u,v}) = L{{x,y})

(1,3,2)
(3,8,5)

SOLUCTIORN:

Los subespacios engendrados son iguales si  x,v € L{{u,v]}) ¥y ou,vELi{x, v}

i} Los vectores X,y dependen linealmente de u y v

a) {1,0,03 = a':lrz:lj + h{l,3,2)
= {a,2a,a) 4+ (b,3b,2b)
= (a 4+ b,2a + 3b,a + 2b)

de donde ,

l=a+b
1= 2a+ 3b = resolviendo el sistema (a,b) = (2,-1)
0= a4+ 2b

es decir, X = Ju - v

b} (3,8,5) = a(l,2,1} + b(1,3,2)
= {a +b,2a + 3b,a + 2b)

de donde ,

a+b

2a + 3k = resolviendo el sistema (a,b) = (1,2)

3
8
S5=a+12b

¥ por tante , ¥y = u + 2w

ii) Los vectores u ¥ v dependen linealmente de x,y
Este apartado se puede hacer de forma aniloga al anterior, pero resulta
mis ripido reselver el sistems
= Zu-wv
?y = u+ 2y
Haciéndolo resulta ;

i
%vﬂ-—-

De i) y 4 . ’

® i) ¥ ii) se sigue que los subespacios vectoriales Li{u,v}) v L{{x,vy}) son

1guales,

LAL B2

x +

I =
=

+
il pa

x ¥

WA =



b2

L}
g )
Bl
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1.3”2. Sea ¥V un espacio vectorial de dimensifn finita.Demostrar

hue las condicicnes siguientes son eguivalentes :

dim V = n
min { card(58) / 5 sistema generador de V | = n
méx {card(L) / L sistema linealmente independiente de V1 = n

EO0OLUCION:

1)

2)

3

=3=12)
§i dim¥ = n , existe una base B con cardinal n,es decir un sistema de gene-

radores con cardinal n.
Sea T un conjunto de generadores de V con cardinal de T menor que n, enton-
ces 8i x €T , x# 0 , el conjunte L = {x} es linealmente independiente

luege existe una base B' de V tal que
L= B = T
por tanto, card(B'}) = card(T) < n = card(B)
que contradice el hecho de que todas las bases tienen el mismo nimera de ele
mentos , por consiguiente ,
min { card(S) / S sistema de generadores de ¥V} = n

=5 3)
Sea S un sistema de generadores de V tal que card(5) = n , entonces 5 es un
conjunto de wvectores linealmente independientes , ya que si ,
8
a %, +agx, b AL o, x €
y no todos los a. nules , entonces si por ejemplo , a_ # 0 ,0<r=Sn,

- -1 -1 . g
x, = (-da)x + (-aa)x, + ...+ (-da__)x .+ ( da )% . aa)x

¥ el conjunto 5'= § - [xr} seria un sistema generader de V con

card(5") < card(58) lo que contradice la minimalidad de 5.
Resulta entonces que 5 es una base y e5i existiese un conjunto de vectores
linealmente independientes L con card(L) > n , se tendria una base B tal

- L = B < s
¥ por tanto card(B) > card(L) > n = card(5) ,

lo que contradice que todas las bases tienen el mismo nimero de elementos. -
== 1)

Sea L un conjunto de vectores linealmente independientes tal que card(L)= n

es miximo.

Entonces el conjunte L'= L U {x} no puede ser linealmente independiente

para ningln x no perteneciente a L, luego existen escalares no todos nulos
tales que :

ax + ax, + a,x, + ...+ :’lfll:\t:'1 =0 , xl-pxzt!q‘-lan L

ycome a$ 0 ( pues sino 2% + & x, + ...+ ax = 0 dimplica que

a, = 0 para todo i) se tiene que :

a x s

-1 =1
x = (-aTa))x, + (-a Taj)x, + ...+ (-a Tadx

es decir, L es un sistema de generadores de V , y por tanto una base de ¥ ,
de aqui que dim ¥ = card(L) =n
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1.1:3. 1} Hallar el nGmerc de bases del espacio vectorial Kz,

giendo K = Z2/28

~ 2} Hallar el nlmerc de bases del espacio vectorial KB

siendﬂ E = %/28.

3) Hallar el nfmerc de bases del espacio vectorial K’

giendo K = Ef35.

Ss0LUCION:

1) El espacio vectorial g2 tiene & vectores (0,0),(0,1),(1,0),(I,1) .5iendo
32 un espacio vectorial de dimensidn 2,se trata de hallar dos vectores li-
nealmente independientes. Sea la base B = (x,v).

a) El vector x puede elegirse de tres maneras diferentes. x # (0,0)
b) El vector y puede elegirse a continuacifn de 2 formas diferentes.
Por tanto, el nimero de bases es : 3.2 = &

2) El espacio vectorial K3 tiene 23 = § elementos, ¥ son :
(0,0,0,(0,0,D,(0,1,0),(0,1,D,(1,0,0),(T,0,D,(1,1,0),(1,1,D)

Siendo 13 un espacio vectorial de dimensidn 3,el problema se reduce a ha-

llar tedas las ternas posibles de vectores linealmente independientes.

Sean X,y¥,Z los tres vectores de una base.

a) El vector x se puede elegir de 7 maneras diferentes,ya que el vector
{0,0,0) no puede entrar en una base.

b} Elegido x, el segundo vector y se puede elegir,por tanto,de 6 maneras
distintas va que debe ser distinto de H ¥ X.

¢} Elegidos *,¥ , el tercer vector z tiene que ser distinto de los vecto-

res >
0,% ,%,x+%

que son las posibles combinaciones con los vectores x,y) en consecuen—
cia el nimero de posibilidades de elegir z es 4.

De a},b} ¥ ¢) se deduce que el niimerc bases de - i 7.6.4 = 168

3) El espacio vectorial Iz tiene 32 = 0 elementos, y son :

(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,D), (2,0, (2,1),(Z,2)
Siendo Ez un espacio vectorial de dimensifn 2,el problema se reduce a hallar
todos los pares posibles de vectores linealmente independientes.
Sea x,vy los vectores de una bhase,
4) El1 vector x se puede elegir de 8 maneras distintas.El vector 0 no entra.
b} Elegide =, el sepundo vector y tiene que ser distinto de los vectores
ﬁ,x,Zx
que son las posibles combinaciomes con X¥; en consecuencia el nimero de
posibilidades de elegir v es 9-3 = 6.

De a) ¥ b) se deduce que el nimero de bases distintas en 12 e8: H.,6 = 48
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1,%. Se considera el subconjunto Pa de R" formado por todas
i1as n-tuplas de nfimeros reales ,tales que los elementos de cada

1-3‘. En R“ encontrar las ecuaciones paramétricas del subespa-

mio vectorial W engendrado por el conjuntc S de vectores

n-tupla-forman una progresifn aritmética de orden uno.

g w {{1,~1,0,0) , (0,1,1,0) , {2,-1,1,0) ,(3,-3,0,00} 5

:Pertenece &l vestsr (3,1:1;0) al subespacio vectorial W ? a) Demostrar gue Pa es un subespacioc vectorial de R

b) Determinar la base canfnica del mismo y su dimensién.
SOLUCION: ¢) Calcular,respecto de la base canfnica,las coordenadas del vec-

tor (6,9,12,...,3n+3).

1 Dado que W = L(S) , § gistema de generadores de W ,para encontrar las ecua-

ciones de W tendremos que encontrar una base de W ,para lo que es suficiente SOLUCION :

extraer de § un sistema maximal de vectores linealmente independientes.
al Fa es un subespacio wvectorial ya que :

Procederemos por el método de reduccifn en "cascada". a "
i) si (a,a+d,a+ld,...,a+(n-1)d) y (b,b+d',b+2d",...,b+(n-1)d} son dos

Xl . (1,-1,0,0) Yl = (1,-1,0,0) = xl elementos de P‘a s, Bntonces su suma

x, = (0,1,1,0) Ty ™ (0,1,1,0) = x, (at+b, (atb)+(d+d"' ), (a+b)+2{d+d" ), ..., (a+b)+{n-1) (d+d "))

Xy = (2,-1,1,0) ¥y " (0,1,1,0) = x, - 2“1 = x, es también un elemento de P, pues sus términos forman una progresidn a-
\ %, = (3,-3,0,0) % R (0,0,0,0) ==x, - jxl ritmética de razdn d+d"'.

ii) 8i {(a,atd,a+2d,...,a+(n-1)d) es un elemento de Py kun nimerc real,
entonces su producto

siendo los vectoTes ¥,.¥, linealmente independientes lo mismo sucede
1 (ka,ka + kd ,ka + 2kd,...,ka + (n=1)kd)

con los vectores X,,X, luege una base de W es B = {xl,le -
es también un elemento de Pa pues sus tErminos forman una progresifn

9 Las ecuaciones paramétricas del subespacio vectorial W se obtienen asi: A bt bt iy sl e oA
b} Se tiene :
(a,a+d,a+2d, ... ,a+({n-1)d) = {a,a,a,...,a) + (0, d, 2d,..., (n=1)d)

=a(l,l,1,...,1) + d(0,1,2,...,n=1)

xE W gi ¥ solo 8i x = a,%; + 8,%, por tanto ,

x = bkt = a(1,-1,0,0) + a,(0,1,1,0)

- {al__al,ﬂ,ﬂﬁ + {ﬁ.az,az.ﬂ} » de donde , El par ((1,1,1,...,13,(0,1,2,...,n-1)) es una base de P puesto que son
linealmente independientes y generadores de P,
a
xl o Esta base se llama canfnica porque respecto de ella las coordenadas de una
a 1 progresitn son el primer términc v la razdn.
R i Ecuaciones paramétricas de W. ¢} Tani :
x3 e eniendo en cuenta lo anterior, las coordenadas del vector (6,9,12,...,30+3)
Kﬁ ) DE respecto de la base candnica son (6,3) va que el primer término es 6 vy la
razdn 3.
3 Veamos ahora si el vector (1,1,1,0) es un elemente de W. B stecce,
si (1,1,1,0) € W  existen dos nimeros a, y a, tales que : (6,9,12,...,3n+3} = (6,6,6,...,6) + (0,3,6,...,(n-1)3)
: = 6(1,1,1,...,1) 300,12, . .n=1)
1 = a Por tanto, las coordenada son (6,9).
1 = -a, + a, Este resultado es de sobra conocido,ya que toda progresifn aritmética queda
1= a, determinada por el primer té&rmino a; v la razén d.
o = O Recordemos que el t&rmino general de una progresidn aritmética es :

i i i i iim v
Puesto que este sistema no tiene solucifn,no existen tales nimercs a, vy a,, a = a + (a-1)d

luego,el vector (1,1,1,0) no pertenece al subespacio vectorial W.
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136 ce considera el subconjunte P de RN formado por todas las
sucesifines aritméticas de orden unoc. .
a) Demostrar que F &8 un suhespacio vectorial de R,
b) Determinar la base canfSnica del mismo y Su domensidn.
e] Calcular,respecto de la base canfnica,las coordenadas de la su-

cesifn aritmética (1,3,5,7,9,11,...}

SOLUCION:

al El conjunto de las progresicnes aritméticas de orden une con las operaciones
inducidas . En efecto @ o
i i : son dos sucesiones de P con a_ = a, + (n-1}d
i) 8 I:alﬁ"I EN ¥ (bn}nER ks n 1

ybh = b1 + (n=1)d' entonces su suma
EO

= + (n-1)(d+d")
{an - bﬂjTlEH con a + b (a, + bl} (n=1)¢

es tambifn un elemento de P pues sus términos forman una progresido a-
ritmética de razén d+d' y primer t€rmino a, +b,
i i = + (n-1)d k un nimero
ii) 51 {(a ) es un elemento de P con a ay {n=-1) ¥

nnEN
real entonces su producto

I:karﬁ}rl N

es también un elemento de P pues sus términos forman una progresion arit

con kan - kai 4+ {n-1)kd

mética de razfn kd y primer términc ka .
b} Se tiene :

= (a, # (n-Dd) = (a)) + ((0-Dd)

. 1

- flll:l] + d{n—l)ﬂEN
Por tanto, el par ({1},(n—1}t'5HJ o5 upa base de P pueste que son linealmente

independientes y generaderes de F.
Eata base se llama canfnica porque respecto de ella las coordenadas de una
progresidn son el primer término v la razdn.

¢} Teniendo en cuenta lo anterior, las coordenadas de la sucesifn aritmética de
erden une , (1,3,5,7,8,11,...) son (1,2} ya que el primer t€rmino es 1 ¥

la razon 2.

NOTA: Los resultados de este ejercicio y del anterior no son vilidos para las

progresiones geométricas. En efecto,consideremos las propgresicnes geomes

Erls (1,2,4.8,16,...) vy (1,3,9,27,81,...)
B SHBL S (2,5,13,35.97,--+)

. e 5 413
que no es una progresion geometrica ya que 3 3

EapfdLilbie VERIVITGIco = LolfGitiia [ «&F

1.:;?; Sea V un espacio vectorial de dimensifn finita sebre un
cuerpc K , ¥ B = {ul,uz. g un} una base de V.
nemosE;ar gue sl x es un vector de V no nule existe un indice r,
1=r= n, tal que
B' = Eu1'“2""'“r~1’ x 4 ur+l’ sitatia ,un}

es una nueva base de V.

s0LUCION:

n
pues en este caso el vector % seria cero.

Sea X = glul + a,u, + o iuw A un , entonces no todos los ai son nulos,

Entonces,existe al menos un coeficiente de Indice v , 1 Zr=n, tal que
a #0.
5

ipli -1 ; i el %; -1
Multiplicando por ar y despejando u, se tiene : w=a x +i r( a_ ai}ui‘(l}

Ty 8 a g ' .
Sea B {ul,uz..,.,ur_l.x,ut+1. “Q , entonces B' es una base de V
1 Los vectores de B' son linealmente independientes.
Sea 3;; biui +bx=03; s5i b# 0 entonces x seria combinacifn 1i-

neal de los vectores de la hase u;, con i # 1 , ¥ sustituyendo en la
expresidon (1) el vector x , u geria combinacidn lineal de los vecto-
res u, , con i ¥ r, contradiciendo el hecho de ser B una base de V ¥

por tanto linealmente independientes,luego debe ser b = (.

SEH L, w0 gl 5 i
ihb 0 , entonces ipr biui 0 implica que hi 0 , para todo i

Consecuencia : Loz vectores de B' son linealmente independientes.

L(B') es un subespacio de V ,pero teniendo como generador un conjunto
de n wvectores linealmente independientes se sigue que dimK L(B') = n
De dim ¥ = dink L{B') = n se tiene que ¥ = L{B') , y por tanto B' es
um sigtema de peneradores de V.

.-'.:-1'm- Sea F‘.‘I el espacio vectorial num@rico de dimensifn 4 so-
bre el cuerpo de los nfmeros reales.Dados los vectores =
v, = {1,1,1,1) , v, = {(1,0,0,1) , vy = (3,2,2,3)
22 pide :
a)
b}

Comprobar si son linealmente dependientes,
Completar el subconjunto de vectores independientes de esas

dados con vectores de la base canfinica hasta obtener una nueva
4

baze del gspacioc vectorial R
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1.%. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y KyrXgrenn
elementos de V.Supongamos gue xl,xz,...,xr son linealmente inde-

pendientes ¥y que se tienen las relaciones
¥, = pjixl + pj222 ¥ oaaa ¥ pjrxr , T+l = § = n

J
n
Sea 5 n 15
W= {0 dy....0 ) EEY/ f A;x, = 0}
Demostrar gue los elementos
zj - {pj]_'"'Jpjrfnfll+rnr‘_1rnr+++rﬂ} |r+1ﬂj qn

donde el -1 ocupa el lugar j , forman una base de W,de aquil gue
dim.x W = n-r.
SOLUCTION:

n
Sea I [.z,=0 = : Ei{pjpreeeapjerOresen0im1,0,000,0) = 0
jeret 33 J,r+1 il jr

= 3 (Eipjl"'"Ejﬂjr’u""’u'-ﬁj’n""'n} - 0

jer+l
T T
- X ED preay & EF\‘ £ PR ln'l"'!n}-ﬂ
japsr 3 A1 Jupd] T AT EH <

= para tode j, r+l < j<n , Ej'u

por tanto los zj son linealmente independientes.

Sea ﬂl’l}_"”' '11.1} € W , entonces

1] T n n E
ZA,x, =0 = ¥ Ax,=- ¥ Ax =- % A.(E Py x;)
p 43 jmp 13 jepsel 43 jur+l 3 qal
T n
= T (T Ap.0x,
i=sl jer+l J 301

y como los X, son linealmente independientes se tiene para l=i=<Tr

n
A = ¥ A.p..
i el le
entonces ,
n

APipreres ApipApgrreeeihy)

Q'Jltilw:l-}t ,+1|-1}_{E
1 2 r +1 ]"'[‘+1

nr+1
- z Ay aeee s 105iis05ml,000,0)
jur+l Jr

luego los yectores forman un sistema de generadores ¥ por tanto una base de W,

como hay n-r se tiene que diﬂk W =n-r
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1.40. 51 %,y,2 son vectores linealmente dependientes de V,

ise puede asequrar gque X depende linealmente de los otros dos?.

) ;sse puede asegurar gue uno de los tres vectores es combincacifin
lineal de los otros dos?,

prazonar la contestacifn.
SsOLUCTON:
e —

§i x,¥,2% son vectores linealmente dependientes de V,existen tres escalares a,b
y ©,00 todos nules,tales gque , R
ax + by +t cz = 0
aysia=0 , b#0 y c# 0, los vectores son linealmente dependientes pero
x no es combinacifn lineal de los otros dos.
b} Los escalares a,b ¥y ¢ no pueden ser las tres nulos,y por tanto,tampoco dos
de ellos. 5i por ejemplo b ¥ 0 , entonces
y=-gx-2z ,
es decir, v es combinacidn lineal de los otros dos.

En resumen, la proposicidn primera es falsa vy la segunda verdadera.

1.41. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, W un sub-
espacio de V , (ul.uz.....un} una base de W.
Demostrar gque si x es un vector de V que no pertenece a W entonces
{ul,uzp...,un,x} es5 un conjunto de vectores linealmente independien
te.

SOLUCION:

Se trata de demostrar que

au. + gz - - -
1™+ ey, .+ au, + a ax 0 = a, = a, cee=a ma " 0
i
) a0
En este caso x es una combinacidn lineal de Upallgseessll Y por taﬁtﬂ.pertg
nece al subespacio W, contradiccién.
ii =
P = 0
En este caso resulta que
au +au +...,+au =10
171 22 nn
¥ por éer (ul,uz,.,.,u“} una base de W , a =a,=..-= a = 0
De i) i
¥ ii) se deduce que a =a,=a, =..=a » ¥ en consecuencia

. = a
3 n n+1
“as ,un,x] es un conjunte de vectores linealmente independiente.
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1.42. Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para

2

que los vectores {a,b) v (c,d) de R® formen una base es gue
ad - bc # 0

e 0 LUCION:

Sean p = " los vectores {a,b) ¥ {c,d} son linealmente independientes"

¥ g="ad -bc# 0"
entonces (p += q) <= (no p =m0 q}
por tanto,este ejercicic es equivalente a demostrar que "dos vectores (a,b) ¥

{c,d) son linealmente dependientes si, y solamente si, ad - be = 0",

i} npo p = N0 g
5i los vectores {a,b) v (c,d) son linealmente dependientes se tiene enton=
ces que,per ejemple,
{a,b) = Afe,d) , con A # 0
(a,b} = (Ac,Ad) == a = Ac , b= Ad
e= ahd = Ach

de donde

et ad - bc =20
ii) no q = no g
a) 5i (a,b) = (0,00 entonces es evidente gque los dos vectores son lineal-
mente dependientes.
b) 8i {a,b) # (0,0} entonces a # 0 o bien b # 0.Supongamos que es 4.
So tiene entonces que d = befa , luego
(c,d) = (e,befa) = (a,b).5

y los vectores dados son linealmente dependientes.

1 1.43. pados los vectores u = (1,1,0,m) , v = (3,-1,n,-1)
y w= (-3, 5,m,-4), hallar los valores de m y n para gue dichos

vectores sean linealmente dependientes.
SOLUCTION:

5§i los vectores son linealmente dependiéntes,unc de ellos,al menocs,puede eXpre=

sarse comp combinacidn lineal de los restantes.

. o . £
Veamos si el vector u puede eXpresarse coma combinacifn lineal de v y w. En es

u = av + bw . Sustituyendo se ohtiene el sistema

te caso
1=3a~-73b [a = 2/3
r b=1/3
l=-a+5b v resolviendo el sistema
0 =na+ bm w= -2
m = -a - 4b | =l

Por tanto, los valores pedides son @ W = -2 ¥y an=1.
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1.445 En un espacio vectorial ¥ sobre el cuerpo de los nfimeros
complejos C se dan tres vectores a,b,y ¢ . ¥ Se tiene dque
Ao = b+¢c, v=o0Cc+ a s, w=a+2Db

1°) probar gque los subespacios vectoriales engendrados por a.b,c
y por u,v,w 5on idénticos.

20) Demostrar que los vectores u,v,w son linealmente independientes
si vy solo si a,b,c son linealmente independientes.

3¢) f5on clertos los resultados anteriores si se sustituye el cuer
po C por otro Cuerpo cualgquiera K?. 3

;Cfmo debe ser la caracteristica de K?.

st

gt A i
e LUCTION:
1°) Los vectores u,v,w son combinaciones lineales de a,b,c , luego pertenecen
al subespaciv vectorial F engendrade por a,b,c , ¥ por tanto,el subespacio
vectorial G engendrado por u,v,w estd contenido en F (Toda combinacidn 1i-

neal de u,v,w es una combinacidn lineal de los vectores a,b,c.)

Por otra parte,despejando a,b, ¥y ¢ se tiene :

W+ v -u Uutw-=v
a=oZ¥ 2., b= — \

2 2 2

u+v-=-vy
e A il

Loz vectores a,b,c son combinaciones lineales de los vectores u,v,w , luego,
por el mismo razonamiente gque antes , el subespacio vectorial F estd conte-

nido en el subespacio vectorial G.

De Fc G ¥ cC —F se sigue que F =G

o e 3 : :
2%) 51 les vectores a,b,c son linealmente independientes entonces,

dimc F=23

Coms los subespacios F v G son id&nticos se tiene que ,
diﬂh G =3

Luego,los vectores u,v,w son linealmente independientes.

El mismo razonamiento se podia haber heche a la inversa.

3 : ; ) ;
) Los razonamientos anteriores ne son vdlidos si el cuerpo base de escalares
tiene por caracteristica 2, Nitese que que en 1%} hemos dividide por 2 que

o tiene sentido si la caracteristica es 2.

i ; .
ﬂdETfs 5i la caracteristica es 2, los vectores u,v ¥ w son linealmente de-

.

rendientes, ya que

(b+cl +{c+a)+fa+c)=2(a+b+c) =0

¥ los coeficientes de esta combinacidn lineal no son nulos.
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™,
{3.1_45. Sean a,b,c tres nfimeros reales cualesquiera, demostrar
gue los vectores (1,a,b),(0,1,c) ¥ (0,0,1) de 33 forman una base.

SOLUCIORN:

. 3
Teniendo una base de R™ tres vectores, el problema se reduce a demostrar que

los vectores dados son linealmente independientes.

A(l,a,b) + m(0,1,c) + w(0,0,1) = (0,0,0) = (A,Aa + p,Ab + pe + v) = (0,0,0)

A =0
de donde resulta el sistema : da + =0
| Ab +pe +wv =20

del que se obtiene A =p = w =20

Luego los vectores son linealmente independientes, y por tanto forman una base

de RS.

1.46. En 113 se tiene una base B = {xl.xz,xjj ¥ un vector x
cuyas coordenadas respecto a B son 1,-1,2.
1° pDemostrar gque el conjunto 5 = ixl + Xy 0 Xy F Xy + x3] es lineal

mente independiente.

2¢ Completar S5 a una base B' tal gue las coordenadas de x respecto

a B'" gsean 1,1,1 .

SOLUCION:

1* {xl + xzj 32{“1 + %, * xj} =0

A
1 + =
a 32 0

+ az}xl + {ai - az}x2 + ax, = 0 de donde a, = 0

=+ f(a

1

por ser B una bage .Entonces se tiene que a,= a, =0 , y por tanto les

vectores de 5 son linealmente independientes.
a B
2 Sea B {11 + %y 0 X + %, +xq ul ,entonces ,
= X =X + 2x3 en la base B

L]
= (x + xz} + (xl + xz + xj} + u en la base B

1
entonces u = =¥, = 3x2 + Lo
Se puede comprobar fAcilmente que los vectores ,
L - -—
B = {xl + Xy ®) + %, + Xy s % 3x2 + 33]

3
gon linealmente independientes y por tanto forman wuna base de R .
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i
""‘%'1.47- Comprobar si los vectores (1,2,3) ,(4,5,6) y (7,8,9) de
g’ son linealmente dependientes o no.

sﬂL.‘ﬁCIUH

(7,8,9) = a(l,2,3) + b{4,5,6) = (a,2a,3a) + (4b,5b,6b) = (a + 4b,2a+5b,3a+6b)
es decir @

7 =a+ &b

g = 2a + 5b y resolviende el sistema (a,b) = (-1,2)

9 = 3a + 6b
por tanto, (7,8,9) = -(1,2,3) + 2(4,5,6)

>‘1L 148 Se consideran los siguientes vectores de n3:
j (1,401 5 [1:0:1) & L0112}

i) Demostrar que forman una base de 33
ii) Hallar las coordenadas de los vectores de la base canfinica res

pecto de esta base.

SOLUCION:

; 3 . ; i g
i) R es un espacic vectorial de dimensidn 3, luego el problema se reduce a de

mostrar que los vectores dados son linealmente independientes.

A(l,1,0) 4 p(1,0,1) + w(0,1,1) = (0,0,0) = (A+p,A+u, v} = (0,0,0)
A +u =0
de donde resulta el sistema A +vw =10
p +v =0
del que se obtiene : A= p=v = 0.
Luego los vectores son linealmente independientes, vy forman una base de R3.

. 3
ii} Como todo vector de R® se puede expresar como combinacién lineal de los vec

tores de la base, para un vector cualquiera (a,b,c) se tiene:

A(1,1,0) + p(1,0,1) + v(0,1,1) = (a,b,c) de donde se obtiene el sistema:

l + H=a

B 4 el » e atb-c S . 5o yubda=n
L4 ¥ a e e

H +ve=¢ 2 2 2

Eﬂtﬂnces, 81

(E|brc} - (I.U,D] cllu,u} i {II2,112,-1£2}
(a,b,e) = (0,1,m) = (A4, = (1/2,-1/2,1/2)
{a,bye) = (0,0,1) = (A,uW = (-1/2,1/2,1/2)

’

u
que son las coordenadas de los vectores de la base canfnica respecto de la
bEBE anterior. -
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1.49. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, ¥ Sea
ixl,xz....,xn} un conjunto de vectores linealmente independientes,
Demostrar que el conjunto {alxl,azxz,...,anxn],donde los escalares
al,a2,++.,an gon todos distintos de cero, es un conjunto lineal-
mente independiente.

SOLUCTION:

Los vectores {alxl,azxz,...,anxn] son linealmente independientes si la rela=-

eidn ,

clfalxl) + c2(32x2} + + cn{anxn} = (1)
implica € ™ €y = ae. = e " 0.
La relacidn (1) es equivalente a ,

(clal}xl + (czazsz + o + {cna“}xn =0 (2)
Siendo los wvectores xl,xz, i ,xn un conjunto linealmente independiente,
de la relacidn (2) se tiene,

= = ., 3
€ 8y c,8, " el - 0 (3}

Finalmente, como los escalares a,48y,-10,8  SOD todos distintos de cero se

deduce ,

1.!“@. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea
{11,x2.....xn} un conjunto de vectores linealmente independientes.

Demostrar gque el conjunto {ul,uz,...,unT ; donde u, = x,

= + = + R = + e
2 xl Hz N 3 x1+x2 x3, r un xl x2+x3+ + xn r 25 Un

conjunto de vectores linealmente independientes.

u u

SOLUCTION:

Los vectores U ,u yu son linealmente independientes si la relacidn
n

12Ygs e
ey + €51, + ... + tu = 0 {1}
impli = = ,., = = .
implica e c, < 0
La relacifn (1) es equivalente a ,
0 =cyx; + cylx4x,) + c3{x1+x2+xjj oot (Rpbghad o+ ox )

- (c1+c2+c3+ - +cn)xl + (c2+:3+ - +cnjx2 + (c3+ ..,+en}x3 + ke X
Siendo los wvectores HyaKgyeeoa¥y linealmente independientes se tiene :
cl+c2+c3++q.+cn - c2+c3+ sss F e, = Cq L T o e see = En~l+cn - cn =0 ,

de donde , €y ™y =Gy ™. " = 0

1.51. Se consideran en R5 los vectores siguientes :

%) = (1,-1,0,2,0) , %, = (0,0,-1,0,1) , x4, = (1,-1,1,1,0) ¥y

e
Xy = (0,0,1,1,1)
pxtraer un conjunto de vectores linealmente independientes utili-
gando el método de reduccifn en "cascada".

s0L UCION :
e

xl = (l.-lmﬂtzluj f !l"l = (1,-1,0,2,0) |I }'l - x].

xz L (ﬂiﬂl_l*ﬂbl} e ?2 = (0,0,-1,0,1) - ?2 = 22 - ﬂ.xl
Xy = (1,-1,1,1,0) ¥q = (0,0,1,-1,0} | ¥q = %, = l.xl
s (0,0,1,1,1) \ ¥, = (0,0,1,1,1) v - D.xl

| zl Loy (l!-l!ﬂtzluj |'W1 = {l,-l,U,E,II]}

. z, = (0,0,-1,0,1) - E w, = (0,0,-1,0,1)

z, = (6,0,0,-1,1} f Wy = (0,0,0,-1,1)

I'zﬁ - ':Gvﬂtl:lllsz} | HEI = (U.!:I'.'D.D,EJ

Los vectores wl'“2'"3’wﬁ gon linealmente independientes, y por lo tanto asi

lo son los vectores “1’“2'“3'“&'

1-52- Se considera en n‘; el conjunto de los vectores siguientes,
1 {1,0,0,-1) , x2 = (2,1,1,0) S (1,1,1,1)
i (1,2,3,4) ¥ KE a (0,1,2,3).
Extraer por el método de reduccifn en cascada un sistema de vec-

-
I

tores linealmente independientes.

SOLUCION:

Aplicando el mEtodo de reduccifn en "cascada" se obtienen los siguientes con—
Juntos -
X

1 " (1,0,0,-1) vy = (1,0,0,-1) z, = (1,0,0,-1)

& = (2,1,1,0) y, = (0,1,1,2) z, = (0,1,1,2)

%, = (1,1,1,1) = ¥q ™ (0,1,1,2) = =, (0,0,0,0) =

xh - {1‘2,3,-&} )l'ﬁ = (0,2,3,5) 24 = (0,0,1,1)

Fe = (0,1.2.3) Vs * (0,1,2,3) zg = (0,0,1,1)

Hi =i {l,ﬂ,ﬂ,—l}

= (0,1,1,2 i i i

2 ¥lpl,2) Los vectores “1’“2*“4 son linealmente independien-
Hj tai {Unﬂgﬂ,ﬂ} tes , ¥ lo mismo sucede con los vectores zl’SZ’Zﬁ
w

g ™ (0,0,1,1) ¥ por tanto con los Yya¥pa¥, ¥ finalmente con los
¥s = (0,0,0,0)

X a¥gaX e
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153 a1 & - 1155 - a1 v -
» « En el espacioc vectorial K° , donde K = Z/7Z se conside- : i « Se considera el espacio vectorial R ¥ se pide hallar

ran los vectores una base gue contenga al wvector (1,2,1,1)

al
p) una base que contenga los vectores (1,1,0,2) v (1,-1,2,0)
una”ﬁase gue contenga los vectores (1,1,0,0) , (0,0,2,2),

(0,3,3,0)

u = {g;j;a;ﬁ! ¥ L Eiririii}

i) Hallar una base del subespacio engendrado por u vy v. =)

ii) Hallar el nmeroc de vectores gue tiene este subespacio.

iii) Hallar las coordenadas del vector w = (5,1,0,5) respecto de P LuUCION
la base dada en i}. s - - :

a) Como la dimensifn de B es & , se pueden elegir tres vectores de la base ca=-

SOLUCION:

nfnica que con el vector (1,2,1,1) formen una base.
B =((1,2,1,1),(0,1,0,00,(0,0,1,0),(0,0,0,1))

eg una base ya que colocados en filas forman una "cascada" como se en :

i) Los vectores u ¥ v son linealmente independientes puesto que no son pro-

porcionales. Forman,por tante, una base del subespacio vectorial que en-

gendran. (1,2,1,1)

ii) Tede vector del subespacic engendrade por u y v se ezcribe de la forma (0,1,0,0)
0,0,1,0

w=au+by , abeEk (0,0,1,0)

(0,0,0,1)

Como a v b pueden tomar cualquier valor de K resulta que el nimero de vec-

tores posibles es 7.7 = 49
b) Una base que contenga a los vectores (1,1,0,2) , (1,-1,2,0) es

B = {{1,1,G,E},{1,-1,2,0},(0,0.1,D},(O,Q,D,lj}

Comprobemos que son linealmente independientes por el método de "cascada" :

iii) 8i a y b son las coordenadas de (5,1,0,5) en la base B = {u,v) se tiene :

(5,1,6,5 = a(3,3.3,0) + »(3,1,2,2)

= (5a,3a,%a,® + (Ib,b,76,7m (1,1,0,2) [ {1,1,0,2)
= (5a + 3b,3a + b, 3a + 2b,Ib) (1,=13-2,0) (0,-2,-2,-2) = (1,-1,-2,0) - (1,1,0,2)
de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones en el cuerpo K : (0,0,1,0) {0,0,1,0)
/5 =5a+ 3b (0,0,0,1}) (0,0,0,1)
T =Ja+1tb = Estos filtimos son evidentemente independientes , y por tanto, lo son los an=-
0 =TJa+ v 0=3a+35 - 5a = 3 - ]h- 3 teriores.
'35 = 3b b= & b =5 b =8

€) Los vectores (1,1,0,0) , (0,0,2,2) y (0,3,3,0) son linealmente independientes

1 54 _ puesto que forman una "cascada" de vectores segiin se ve a continuacifn:
. « Determinar los parimetros m y n para que el vector

(1,1,0,0)
u= (1,m4,n) del espacio vectorial numérico R pertenezca al sub- ( -3.. :
0,3,3,0
espacio vectorial engendrado por los vectores ( "2']
0,0,2,2
v o= {2,-1,2;3} ¥ W = {1:3:2rlj 81 an S
anadimos el vector (0,0,0,1) de la base canfnica el conjunto de vectores
8i u pertenece al subespacic engendrado por v vy w entonces u = av + bw de (0,3,3,00
donde se obtiene el sistema : " (0,0,2,2)
l=2a+ b a=-] (0,0,0,1}
m=-a+ b ) ) b= 1 forman tambign "cascada", luego son linealmente independientes y ,por tante,
v resolviendo el sistema &
4 = 2a 4+ b m = 10 Yna base del espacio vectorial R .
n=3+ b n= 0
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156 Sea ¥ un espacio vectorial sobre un cuerpo K,y sea

L = fxl,xl,....xn} un conjunto de vectores de V. Se define :
¥y= Xy ¢ ¥y T R s e a_1%q

L] -
donde ay,85s-er3p pertenecen a K.5ea L —{yl,yz,...,yn} .

i i i independientes
Demostrar gue si L' contiene r vectores linealmente indep ,

entonces L contiens r vectores linealmente independientes.

SOLUCION:

1 Supongamos que  ¥i,¥gs -« s ¥, son vectores linealmente independientes, ¥

sed e a0
'hlxl + b2x2 + hrxr 0

entonces se verifica :

= = 0 =
by, + b,(y, + alxlj + i br{:.rr 4 ar_lxl‘]
o5 1
(byy, + byyy *+ -- # by )+ (bya, + 0.t brar—lj X =
. = 0
{bl + bzal T hrar—l}yl + bzyi + bryr
v siendo los vectores Fpe¥ar o0 s e linealmente independientes ,
b1 + b2a1 2 SR brar-l = [
=0
bz
b =10
r
de donde resolviendo el sistema , hl = bz = ... = br =10

1P%gs wer %L gon linealmente independientes.

2 Sea ahora x, un vector de L , con s = r+l , entonces

Por tanto los vectores X

- - ¥ btiene :
x, Yo +35_1% de donde, como ¥, Z €ai¥3 se ohtiene
=1
o T
-, m - &, +
| n 2 Cei¥i * 1M1 E R Rl
| j=1 < j=2 "
. Por tanto , x, = djxj con Ldl - {-ngj}aj_l *+ a4 + ey 0 ¥
j=1 ? =2
.dj i pera i+ 1 .,

luege los vectores x_  para s =r+l dependen linealmente de los vectores
8

= g =D
*s (1= 1=:1

Y i e, W ey g e T P

157 Se considera el espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o igual que tres y el polinomic cero, gue designare=-
mos POF P,(X); se considera también el polinpmic

Fix) = ax> + bX2 + eX +d , con a # 0.

pemostrar gue los polinomios
£(x) , £V XY, £7(X) . E™ (X)
farman una base de PE{KJ.

s0OLODCTON:
s0L.Y - -

gallando las derivadas de f(X) se tiene :

£ (X) = 3aX’ + 2bX +e j £U(K) = 6aX + 2b ; £™ (X) = 6a
cada polinomic de la sucesidn
3 2
fa , faf + 2b , Saxz + X +ec , ak +bBE +cX+d

es de mayor grado que cualquiera de los anteriores,y por tanto no puede ser una
combinacifn lineal de los que le preceden, luego los & polinemios son linealmen

te independientes y como la dimensifn de PSEK} es 4 forman una base.

1.58. Demostrar gue el espacioc vectorial de las funciones con-
tinuas de R en B es de dimensifén Iinfinita.

SOLUCION

n
Sea g = [fn 1t R ——p=R /[ nEH] donde fntx'}l = gen X.
1 Las funciones fn gon evidentemente continuas en todo R.
2 Veamos que forman un sistema linealmente independiente.

Sea A = donde (a ez una familia de nimercs reales
I 5 Sy (a) eg
de soporte finite, es decir, son nulos tedos salve un nfmero finito, ¥

donde 0 es la funcifn definida per 0(x) = 0 ,para todo xER.

Consideremos el polinomio E: anun , entonces si o £ [—1‘1] existe un

x € R tal que sen x =& , por tamto ,
f n x & -
E: ana E: a sen X z: anfn{xu) = E: anfnj[xn} 0(x) 0,
es decir,que el polinomio E: anun tiene infinitas raices pues todo
a e [—1,1] es una raiz, luego debe ser el polinomio nulo.

Consecuencia : an =0 , para todo n

For tante, dado un nimeroc cualquiera n,existen n funciones linealmente inds

pendientes, luego la dimensibn de este espacic es infinita.
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para cada n € N sea tn ER ¥ fn
da por fn[x] = g

1.!“’. Sea V el espacio vectorial de las funciones de R en R;

R —®» R la aplicacidn defini-

tn¥  pemostrar gue la familia {fn}n en &8 lineal -

mente independiente si,y sclo si,las tn son todas distintas.

SOLUCION:

a)

b)

ili f es linealmente independiente.
Supongamos que la familia { n}n - P
2i las t no son todos distintos,existen dos 1,7 EN tales que ti = I‘._E con
n .
i# i, de aguf que la familia [fn}niEH tiene dos vectores iguales y,por

tanto,no puede ser libre,contradiccifn.

Supongamos que todos los t_ son distintos.

8i la familia {f_} no es libre existen relacicnes lineales nulas no tri-

n nEN
viales.Elijamos una relacifin de dependencia lineal que tenga un nimero mini-

mo de coeficientes no nulos; sea esta ,

+ ... 4+af., =20
T

"
2 » 8p,85,...,3 S RX, [1]

alfi. + azfi1
Derivando esta relacidn,y teniende en cuenta que f% - ti_fi ,5e tiene i
b 3 7]
P S T S R - i SO SR R, (2]
212

a A
171 4y iz T iy iy

Multiplicande la relacidn [1] por t; ¥ restando [1]1¥[2] se tiene :

T
L o=, R S e | T R L S b =10
all:tn t1rjf1| azitlz tlr} iz ar—l{ irol 1r) iyl

pero debido a nuestra eleccidn de r esta Gltima relacidn lineal nula debe
ser trivial , luepgo

alitil =t } = az{t. -=t. )= ... =a (:i

-t, ) =10
T 13 lr -1 r-1 ir

y como los rn gon distintas ,

a = a; = ... = ar—l =0

Por tant teniendo en cuenta esta relacifn v la [1] , resulta que arfi = [}
T

de donde 5, = 0 ya que fi (x) # 0 para todo x=.

En consecuencia, la relacidn [1] es trivial en contra de lo supuesto.

1-{“3. En el espacio vectorial (F(R,R),+,.R) se consideran las

funcicnes

fl{x] = cos 2X cos X, fz{x] = 5en 2x sen X , f3!K} = cos X

Comprobar si son linealmente dependientes.

SOLUCION:

El

eg

conjunto {fl’fz'fj} no es libre ya que

cos 2x cos X -k sen 2x cos x = cos(2x - X) = cos x

decir,-l’l + f2 = f3‘

SOLUCIORN

£spacios vectoriales - Estructura | 5

1_61. Sea V el espacio vectorial de las funciones de R en R.

pemostrar gue las funciones f,g,h son independientes cuando:

ezx , glx) = x?  hix) = x

iy £A%)

1

ii) £(x) gsen x , gix) = cos x , hix) = x

soLUCTORN
soLCL - &

Las funciones f,g,h son linealmente independientes cuando
af + bg + ch = fo = a=h=¢c=10
siendo fD la funcidn cero.

La relacidn af + bg + ch = En -

i) En la ecuacifin
aezx + bxz +ex = (

ponemos i |y = p saeu+b.ﬂ+c.ﬂtﬂ \a=ﬂ~
x=1 = a22 + b+ c=0 = EE2 + b + c =0
x =2 (ae¢ + 4k + 2e =10 _BE& + 4b + 2Ze =10

1
y resalviendo es sistema resulta: (a,b,c) = (0,0,0)

Luego,las funciones son linealmente independientes.

i1} En la ecuacidn asenx+brosx+cex=0

ponemos: ((x = 0 Ga.ﬂ +b.l+c.0=0 ( b=10

% =Tf2 =ia.1l +b.0+ cenf2=20 =
fa.ﬂ + b.{=l) + cm=1D

{ta+crfla=g

| X = m [ b+ cmT =0

¥ resolviendo el sistema resulta : (a,b,c) = (0,0,0)

af(x) + bg(x) + chix) = 0 , para todo 3

1-62. i) Demostrar que los wvectores u = (1+4+1i,21) , v =(1,1+1i)

del espacio vectorial complejo fﬂ%+,.ﬂ] son linealmente dependien-

tes
ii) Demostrar que los mismos vectores u,v del espacio

; 2 k
Vectorial real {(C°,+,.R) son linealmente independientes.

1) Los vectores u y v son linealmente dependientes sii u = Av ,
Como

(41, 24) =L+, +4) ,a=1

8¢ sigus que los vectores dados son linealmente dependienteé&

u = Av; entonces (1+i,24) = A{1 , 1+i}) = A, ACL+)) = }=1+1i

lo cual no es wdlide pues A debe pertenecer a R.
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1.63. Sea V un espacio veuiLorial sobre el cuerpo K,¥
W subespacios vectoriales de V. Se dice que el espa-

27 Veamos ahora como las condiciones a) y c) no implican la condicifn de ser ¥

1*“2' = suma directa.

F i de W st pmd v or X 3 . . .
io vectorial V es suma directa I.H2 o todo vect Sgea V =R .En este espacio vectorial consideramos los siguientes subespa—

& ¥ se escribe de forma dnica comc una suma de la forma , ciuﬁ/'
T W = {(0,y,2z) / y,2ER}

1
R R, TR SRR e - y X EW, ;X EW, oo rX EW
1 2 n 1 1’72 2 ) n - u2= [(x,0,2) | x,zER}
} Demostrar gue la condicifn "V ez suma directa de W, ,W_,...,W_"
i 1772 it * ¥ = {(x,x,0) / xE R}
ges equivalente a las dos condiciones siguientes, 3 i
a} Todo vector x puede escribirse en la forma , Entonces se verifica 1
X o= X X, o + X . xlE “l"KEE ﬂz...-.an Hn a) "1 n HZ n H3 = {0} , como se puede comprobar ficilmente .
b) Para todo subespacio vectorial W, se verifica , b) Tode vecter (a,b,c) se puede escribir asi :
W, M W, + W, + ...+ W, .+ le T “n}' = {n} {a,b,e) = {0,b-1,1) + (a-1,0,e-1) + (1,1,0} ,
) Dar un contraejemplo gue demuestre gque la condicifn de ser V¥ es decir como suma de un vector de W,, uno de W, y otro de LI
suma directa de las W, no es implicada por la 1) v la condicifn O AN R S, S R
ﬂ' 3 - ,[: - = gt )
c) W N wm, 0N ... nw, 0}, que parece la inmediata generali (L,1,1) = (0,2,3) + (2,0,-2) + {1,-1,0)

zacifn del cason = 2. (0.5.6) + (5,0,=3) + (=b,=&,0)

OLUCION:

H ” 3

; ; 2] = ;

1) Supongamos que V es suma directa de los Hi,entunnes evidentemente Se Verli- 1' siwe ConulorEd B E”} (= espacio vectorial sobre el cuer
po de los enteros m&dule 7) los vectores x = (1,2,0)

fica la condicidn a). 5 1.® .
Sea z € W N (W + ... +W, 1+H,+l+...+ﬂ'}| ., entonces se tieme que I el ¥ S iail,ﬁ}.Se pide :
i i- 1 n 1) iForman una base de 2.':.”?

=% 4+ x, + ... . . B d ) ) 4
ety i T T Sy T, Eesiau 2) En caso afirmativo encontrar las coordenadas del vector (I,I1,I)

O=x +x,+ .. +x. ; + (-z) + Xt oo +x (cada sumande estd en el respecto de dicha base,
rH

1 2 +1
SOLUCION:

subespacio de indice el correspondiente al lugar que ocupa) , come ( tam—

bien se puede escribir 0O=0+0+ ...+ 0+0+0+ ... +0, de la uni- = = gz o
. - : i s 1) De ax + by + cz = a{l,i,!}) + b{3,4,5) + c(4,1,6) = (0,0,
cidad se sigue para todo 1, X, = 0, luego z =0 ¥ de agul que seé cum= se sigue que
I S
pla la condicifn b) g+ 3b+b4e=10
Za+ib+ ce=0} = a=h=g¢g=0
Reciprocamente, si se verifica a) y b) evidentemente todo xE€V es de la i %, e 3
e o=
forma , s 1 i
x =% A, RO S % & Hl,xQE liz, cee s X E 'lin ;‘ESO los vectores x,y,7 son linealmente independientes v forman una base de
Veamos shora la unicidad. 3{?) » ¥a& que la dimensifn de este espacio vectorial es 3.
2 . PR
Sea X=X + x, + aa* x , con ‘.H.IE HI'IEE “2, gty xneﬂn ) La expresifin del vector (T, 700 oo ia bask s Galvaah ae i
_ : (1,1,1) = a(1,2,0) + b(3,3,5) + c(%,1,8
=gy ¥y F i .conyleﬂl.yzé'ﬂz,.., .ynE'ﬂ'n P ’ 38 ,3) (4,1,6)
entonces , (x,-v,) + (x,-y,) + ..o (xn-:.rn'} =0 ,con x,-y, EW.. a+ b+ de=1
Za+fp+ =1
de donde o = =
gy %y T E W L oo W P ) 3b +8e =1

¥ de aqui : (a,b,c) = (4,5.5) que son las coordenadas de (I,T,T).

y aplicando la condicifn b) se tiene que Xi=¥; = 0 , es decir , =¥y
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1.65. Demostrar gque R3 es la suma directa de los siguientes

subespacios vectoriales :

"1 = {(%,%,0}) / =ER}
W, = {(0,y,y¥) / YER]
W, = {(z,z,2} / =zER}

SO0OLUCION

1 Todo vector de Rj se puede poner como suma de los W ,W..W

1202

gea el vector ({a,b,c) € R?' , entonces se puede escrii:it como:
{a,b,c) = (b=c,b-c,0) + (0,b-a,b-a) + (atc-b,atc-b,a+c-b)
2 H'll'l{ll'2+ Fa}=ﬁ'2n{'ﬂ1+ 93)=W3ﬂ{lll+ 'HEJ'{G}
En efecto , si un vector (a,b,c) E LI {'HZ + HE} se tiene

a} f(a,b,c) EW. , es decir , (a,b,e) = {(a,a,0)

;
b)) {(a,b,c) EW +H2 , es decir , f{a,b,e) = (0,v,y¥} + {z.2,2)

= (z,y+z,y+z)

1
De a} ¥ b} resulta que :
(a,a,0} = {z»}ﬂ-z'}ﬂ'zj

{auz a=10
luego a=v+z de donde se obtienen {y = 0
rl:l=y+z fz-

Por tanto , (a,b,c) = (0,0,0) ¥ LA n (H2 + "3} = {0}

Andlogamente se demuestra que W, N (W, + W) = {0}
LA n {Hl +W,) = {0}
_-,,__1.56. Demostrar gque en R® (= espacio wectorial numérico de

!tr&s dimensiones) los vectores = = (1,-1,00 , ¥y = (2,1,00 ¥
2 = (0,1,1) son linealmente independientes.Encontrar las coorde-

inadas raespecto de dicha base del wvector (1,1,1).

SOLUCION

1) De ax + by + c2z = a(l,-1,00 + &(2,1,0) + c(0,1,1) = 0 se sigue que ,
a=b=c=10

Luepo x,v,2 son linealmente independientes y forman una base de “3_

2} De (1,1,1) = a{l,-1,0) + b(2,1,00 + <{0,1,1}
se sigue que (a,b,e) = (1/3,1/3,1),que son las coordenadas de (1,1,1}.
en la bage B = (x,v,z).

o T L -

1.67. Sea F (R,R) el espacio vectorial scbre R de las a-
Plicaciones dg R en R; sea Hl el subespacio de las funciones
Fares:ESf‘i&Cirr f e W, sii para todo x , £fi(x) = £{-x) , ¥y
gea H2 el subespacic de las funcicones impares ., es decir,

£e wz sii para todo xR se tiene gque f({-x)}) = -£(x).

., pemostrar que F (R,R)}) = Hl & “2'

SOLUCTION :
g0 > - =
1) HlﬂH2=fD}

Sea fE "1 n 'H'2 entonces se verifica :

a) Para todo xER se cumple E(x) = f{-2) vya que fE W

b) Para todo xER se cumple f(-x) = -f(x) ya que fE W

luege de a) ¥ b se tiene :

f(x) = f{=x) = =f(x) , v de aqui 2f(x) =0
Por tanto f(x) = 0 para tode x ER , es decir , ﬂl I']'lnr2 = {0}

2} F(R,R) = Hl + W2

Sea f € F(R,R) ,veamos si puede escribirse como suma de una funcifn par
g ¥ una funeifin impar h. 5i esto es posible se tiene:

£(x) = g(x} + hix)

f(-x} = g(-x) + hi{-x) = gi{x} - hix) , para tode XE R
Despejando las funciomes g ¥ h resulta :

* gix) =% (£(x) + £{-x)) , para todo xE R

& Chix) = % (E(x) - E(=x)) , para tode xe R

luego F(R,E) =W, + W

Evidentemente : f = g + h , con pE il'l ¥ heEW 1 g

2 k]

e 1) v 2) se deduce que F (R,R) = “1 L] “2

1.%. Sean U v W dos subespacios de R3 definidos por
u={(a,b,e)fa=b=¢c}t ; W= {(0,b,c)/b,ceR]}
Demostrar que R> = U & W

SOLUCTION :

i) (a,b,e) € UNW = a=h=c vy a=0 = a=b=c=10
= (a,b,c) = (0,0,0)
ii‘:‘ {a,b,c) E 13 , entonces f(a,b,c) = {&,a,a) + (0,b-a,c-a)
donde (a,a,a) e ¥ (0,b-a,c-a) EW
De i) v ii) se sigue que Rj' =T BW



b [/ CSPpacIos veclonales

1.. En el espacio vectorial nR3,+,.R} se consideran los

gubespacios vectoriales ,
Wy {(x,v,2) /% +y + z = 0}

W [{t,2t,3E) /'t € R}

2
3 . £ i
Demostrar gue R es suma directa de Hl ¥ ﬂz, es decir,R™ = wlm Hz,

SOLUCION:

1} Hl M HE = {(0,0,0)}
Sea u = (X,¥,z) £ Hl M Wz , entonces se verifica que x4+ v + z =0
ya que u€W, , ¥ también que ¥y = 2x , z = 3x ¥va que uEll'z.
Por tanto :

x4+ M+ Ix=0 == fx=0 == x=0 de donde uw= (0,0,0) , es de-
cir , W, N W, = {{D,0,m}

3
2) W +W, =R
Sea u = (x,¥,2) E 13 , entonces si 13 = '1 + H2 debemos poder encon-
trar dos vectores vE Hl ¥ weE Hz tales que u=v+w.
Sea v={a,b,c}EH1 con a+h+c=0,
w=(t,2t, 3t} E W, con teg E.
51 Ej = Wl + Hz , entonces la ecuacifn u = v + w debe poseer solucidn.
el (x,v,2) = (a,b,c} + (t,2t,3c) ge obtiene el siguiente sistema:
x=a+t
- 1
yeptas == x +y+z=6 = t= E{x+y+z)
z = o+ 3t '
0=a+hb+c |
I a= {5; -y - £}
luego b = (-2x + 4y = 2Zz)

(1 o Wt

(-3x = 3y + 3z)

Concecidos a,b,c ¥ t en funcibn de x,¥,z se obtiene la descomposicifn de

todo vector de R3 como suma de uno de Hl v de otro de Hz , de donde

3-
RY =W +W,

De 1) ¥ 2) se obtiene finalmente gque

3
R #Hlﬂ “2

Al Tt iiETEy. W esiuray ¢

1.7“. En R2 se¢ consideran los subespacios siguientes :
W, = {(%,y) / ax + by =0} , v W, = { {x,¥) fex +dy =01}
donde a,b,c,d son nfimeros reales no todos nulos.Demostrar que :

"RE=H & W

1 2 gi,y solo si, ad - be # 0"

s0LUCTON:

1 ad - be ¥ 0

a) Sea v = {xl,ylj un vector de “1 M W,,entonces se verifica que :

E,axl o hYl =0 S acx, + I:'u:y1 - o bc}yl s e
.fcxl # d:,rl =0 acx; + ad:.rl =
de donde ¥y 0 s ¥ por tanto axl =ex; = 0 {1) .

Como & y ¢ mo pueden ser simult&neamente nulos ,ya que en caso contrario
ad - be = 0, se tiene de (1) que x, =0
Consecuencia : & = [xl'yl} = (0,00 ¥ W, n w2 = {0}

b} Por otra parte se tiene :

a) dm“‘l=d1|:nH2=l

bl dlmfﬂl + WZ:I = dim “l + dim 'H'Z - d].mml n HE}
= 4 o 3 Al

i
Luego R = Hl + H2

De a) ¥ b) se deduce que Rz = Hl i Wz

2
2 R m
"1*"2

2} Supongames que ad - be = 0 , es decir que , ad = be , entonces si b # 0

"1 = “2 . En efecto , si v = {xl,yl) e 'Hl se verifica ,

axy + h}fl =0 = adxl + bdjrl =0 == bcxl - bdyl =0 , siendo b # 0 ,
se tiene que cxy + dyl =0 , es decir , v = (xl,}'l} € H'E.

En este caso Hl + HZ = H2 # RE y contradiccidn.

b} Supongamos que ad = he = 0 25 decir que , ad = be ¥y ademis b = 0.
Entonces W, = {(0,y) / yERI ¥

WE = {{0,y) / ¥y ER} ya que en esta suposicidn d = 0 ya que

ad = be.  Luego W - W y por tanto W, +W, =W, =W, ¢ R,

2 1 2 1

Contradiceidn

De a ¥ b) se deduce que ad - be # 0O .

wr
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1:?1- Sean a y b dos nfimercs reales no nulos.Sea T el conjunto
de las sucesiones de nimeros reales {un}nE N tales gue ,

LU

"para todon=1, u ., = au + bu__,

Demostrar gue :

1) T es un subesspacio vectorial de dimensifin dos del espacio vecto
rial de las sucesiones de nfimeros reales.

2} Hallar la solucifin general de la relacifn.

SO0OLUCION:

1} a) La sucesifn nula es un elemento de T

i : =
b} Sean l{un} en ¥ (“n)nEB dos sucesiones de T , entonces si n =1

+ + b
Y+l R i hun—l o Yn-1
=a(u+v) +blu +v ), luego (u) ot (V)pey €T
c) De cu ., = clau_+ hun_l}
- a(cun'} + b{cun-l} , 88 sigue gue C(unan! = {cun}nEl €T.

De a),b) v ¢) se deduce que T es un subespacio vectorial del espacio de

las sucesiones reales.

i e independientes sii
Veamos ahora que (un}nEI ¥ “njﬂ.EN gon linealment P
Y% Yo & 0
Uy

i ’lun + o= 0
lul + vy = 0

para tode n , luego como {“n}nel ¥ {vn}nell son linealmente independien

0D, v el sistema debe tener solucifn Gnica, es decir,

por la relacién de recurrencia ju + v = )

teg, A= U =
u v |

o nl # 0 . Fl reciproco es inmediato.
'Lll Vl

Por otra parte es evidente que conocidas u, ¥y estd determinada por re-

currencia la sucesidn; entonces si {wn}nEl‘ €T ¥ I{-l:.nl'lﬂEl ¥ HnanI

son linealmente independientes , entonces el sistema |,

, w = u + v
] a o

= A + v
wl uy W

tiene solucidn,luego {"n}nE! = J‘(un}nEH + u(vn}nEH

1
¥ , por tanto,

i{“n}nEa ; hn]nEli es una base de T, y en consecuencia dim, T =2

2)

n
Supongamos que u_ = x , entonces s8i (u )
n
tener , x = ax + bx

o

. n’nen soluciin se debe
n+l n=-1

; ¥ dividiendo por xn_l se tiene:

xz —ax - b =0,

a) La ecuacidn tiene dos soluciones reales distintas X, ¥ %,

" b)

el

n ’ 3
Entonces las sucesiones {xl] son independientes

n
neEN L4 (xﬂnEH

y toda solueifn es de la forma :

(u )

S n ot
n'new = cl(xl}nEn + ‘:2{“2}

nEN

SBin=20 entonces u_ = ¢+ ¢
o 1 2"

gin=1 entonces uy = clxl + CE“E

y tesolviendo el sistema:

u X, - u; u X -u
c. = . ¥ c, = » de donde la solu-

1 X, — X 2 x, - X

2 1 1
o T T ux, -u
cidn general es 3 u, = e + o gy gt
1 2 1 2

La ecuacifn tiene dos raices iguales , X =% =x.

Entonces las sucesiones {xn} ¥ {nx“) gon independientes
neEN

neEN

vy toda solucifn es de la forma :

T n
“lnen " 9™ dnen T2 )y

8i n=0 entonces u_= °

- { ¥ resolviendo el sistema ,
8i n =1 entonces u, = ¢, x + c.x

1 1 2

Uy = U
g, = u ¥ C, ™ de donde la solucidn general es :
o 2 x
1 = U X
1 o n
e (st )

La ecuacidn tiene dos raices complejas X ¥ A -

Sean :
hil xl

Entonces las sucesiones {rn{cus né + isen nd }n

= r{cos 8 + i sen ) , X, = ri{cosfi — i sen &)

(5

n s
(r (cos nf - isen nd }r1El
son independientes, y las partes reales e imaginarias constituyen
las soluciones independientes. Toda solucifn es de la forma :

( ann = El{r"‘ cos nf }nEl + cz{r“ sen nﬁ)nE.

u
n

84 - e
in=10 entonces u, =gy ey

ul - unr cos ©

=c.T cos8 8 + ¢c,r sen B) c, = e

1 1 2

r sen @

g8in=1 entonces u
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1.72. Sea V un espacio vectorial real finito vy V' =V xV . En

v! se definen la operacifn interna
{x,9) + (x',¥v"} = {x + x', ¥y + y')
y la operacifn externa con escalares complejos ,
(a + bil(y,x) = (ax - by , bx + ay)

a) Demostrar gue (V®,+,.C) es un espacio vectorial.
b) Estudiar la dependencia lineal de los vectores (x,0),(0,x)
c} Bi Ry eXogpens

tudiar en V! la dependencia lineal de los vectores txl.ﬂ}.{xz,n},

X SOn vectores linealmente independientes de V,es

..‘,Exm,ﬂ}.

d) Construir un sistema generador de V! a partir del sistema gene-
rador ul'“2""*up de V.-

e) Construir a partir de la base {el’eﬁ""’en} @e V una base de

¥V . ¢Cudl es la dimensidn de V7.

SOLUCTION:

a) La demostracifn es similar a la hecha en el ejercicio 1.12.
bl De la combinacidn nula
{a + bid{x,0) + {a' + b'i)(0,x)

(0,0}

equivalente a ,

(ax,bx) + (-b"x,a"x) = (0,0)

se sigue que ax - b'x =0 ¥y bx+a'x=0
es decir, (a-b8")x=0 v (b+ax=10
Estas relaciones se verifican para infinitas cuaternas de nimeros reales,
en particular,para a=b"=b =1 v a' = =1 . Entonces
(1 + 1){x,0) + {1 = i)(0,x) = {0,0)
¥,por tanto, los vectores son linealmente dependientes.
¢} Para estudiar la dependencia lineal de los vectores (x,0),(x;,00,...,(x ,0)
consideremos la siguiente combinacidn lineal nula :
{al+bii}{x1'ﬁ} + (ay+b,i)(x,,0) + ..o+ (3 +b i) (x ,0) =0
de donde ,

layx),byx)) + (axy,baxy) + .o + (ape,box ) = 0

y de aqui : =
ax +asx, + ... +a 0
byx) + byxy + .00 +bx =0
Por ser los vectores HpaHgaeea¥ linealmente independientes resulta gue
a4 =a, = ...=a " bl - bE - ., = hn = [
¥ por tanto, ai+ bli = 32+ hzi = L. = a“+ bni = 0

CaUaLius VELIWHIOITS - E3FWLILIE ¢ wr

es decir, los vectores (xl.ﬂ}.(xz.ﬂj,,...(nm,ﬂj son linealmente independien
[es.
4) vﬁgmﬂs que los vectores (ul,ﬂj,{uz,ﬂ},...,[up,ﬁ} es un sistema generador de

v:. Sea (x,y) un vector de ¥ ; se tiene,por ser ul'uz""'up

un sistema ge-
nerador de V,que :

x = alul + EZUE + iaa F &pup

¥y = hiul + b2u2 o SARIREE - bp”p

Por tanto,
(x,v) = {alul + agUy o R aFuP,blu1 + b2u2 G SR bpup}
= {alul,blulj + {azuz,bzuz} + ... F {apup.hpup}

= ial - hlij(ui,nj + {32 + hzi}(uz,uj + ...+ (ap + hpi}(up.ﬂ)
luego , {ui,D},(uz,Dj,...,(uP,G] es un sistema generador de v,

e) Una base de V' e={e ,0),(e,,0),...,(e_,0N .
En efecto :
# Por ¢} los vectores {EI,DJ|{EE,D},.‘.,{EH,G} son linealmente independier
tes ya que lo son el‘ €5500.,8 e V.
#* Por d) los vectores (gllnj.{ez,n},.+..{en,0} forman un sistema generado:

de ¥ por serlo El' LR de ¥V

Los espacios vectoriales V y V' tienen la misma dimencifn.En este caso, n.

1:?3. Democstrar gue el espacio vectorial [Cz,+,.R} es de dimen
sitn 4.

SOLUCTION:

Vamos a ver que los vectores B = {¢1,0,(i,00,(0,1),(0,i)} forman una base
de dicho espacio vectorial,
a) Los vectores de B forman un conjunto linealmente independiente.
a(l,0) + b(i,0) + e(0,1) + d(0,i) = (0,0) = (a + bi,c + di) = (0,0)
= a+phi=20
= ec+di=20
= amwhbh=c=4d=20
b) Los vectores de B son un sistema generador de C-.
En efecto, sea v = {zl.zz} = {a+ bi ,c + di) un vector de ¢2.Entnncas
v = (athi,ctdi) = {a,c) + (bi,di)
= (a,0) + (0,c) + (bi,0) + (0,di)
= a(l,0) +c(0,1} + b{i,0) + d{0,1)
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1:74. Sea P _(X) el espacio vectorial de los polinomios de
do menor © igual gue n.Se considera el conjunto de vectores

B = (x°(1-0", x(1-0""1,x2-x0""2, ..., Pu-0)

Demostrar gue B es una base del espacio vectorial Pn(K}.
SOLUCION:

8@ trata de ver que se verifica la siguiente implicacién :

o n n=1 2 n=2 Ter on® = = =
a_X (1-X) + alxl{l—x} - azx (1=X) "+ ... + anﬂ (1-T) = 0 -l-aa a,=a,=...=a

Esta relacidn se puede escribir de la siguiente forma :

gra-

ﬂ-ﬂ

d
1

1

X .0 n X .1 f X .2 n X . n=1 n 3
p— = T—= = + ==} (1= e + — =
a (=) (- + a, (i) (-0 a, () (1-K)" + a (" 00"+
X .n n _
PP - an(T:i) (1-X)" =10 .
Haciendo el siguiente camhio ¥ = T§E se obtiene la sipuiente expresidno:
n o 1 2 n-1 n
{1=X) (aay + ay + a,y + ...+ a ¥ - a_y Y =0
Por tanto ,
o 1 2 n-1 n
aay + aly + azy + ou an_ly + any = 0
Siendo este polinomio idénticamente nulo resulta que :
ao = 31 = 32 = = = an = 0 3
Luego el conjunto de los polinomios dados en B es un conjunto linealmente inde-

pediente, y comoe la dimensidn de Pn{x} es ntl resulta que B es una base de dE

cho espacio vectorial.

1:?5. Sean u,v,w tres vectores de un espacio vectorial VI(R).
Demostrar que =i u,v,w son lineamente independientes lo mismo su-
cede con los vectores 2v + w,

u+v , u-v , u -

SOLUCION:

alutv) + blu-v) + c{u-2v+w) =0 = au+av+bu-bv+cu-2cv+ew=20

= (a+b+eclu+(a->b-2clhv+cw=20

¥ por ser los vectores u,v,w linealmente independientes,resulta:

a+b+ c=10
a=b-220 § o (@yE = (0,00
c =0

Por tanto los vectores dados son linealmente independientes.

ESpacios VECTONaIes - CSITUCIurd | o3

1:76. Sea Pntx} el espacio vectorial de los polinomios de gra-

g menor o igual gue n.Demostrar gue el conjunto de vectores (po-
inomiog) de dicho espacio ,

n=1

{t1+x) ", X(14X) AP LX) P 2

as 1inealmente independiente, iForman una base?.
oLUCTION:
--—-_-_-_____

ge trata de ver que
a, (140" + ‘EL]L“':]‘"*'”“_1 + o004 apxpil+x}“'p .
(2]

1

El desarrolle por el binomic de Newton de cada unc de los t&rminos del pri-

+a}[n—i- a =3 vee=a =[]
T o i

mer miembro es @

0, 00% = a1 8 ()1 (32w s (P ()

n=1 _ n=1y .2 n-1y .n-1 n-1Y} .n
a X140 = & (x+ (") xF 4 L+ (25) 4+ (B) )
n-1 n=1 n
Eﬂ-lx (lL+X)= a _I{x + X))
a X" =a x°
n n

Sumando y reduciende términos del mismo grade se obtiene la siguiente expre-
gifn :

@ 1)+ apx+ (5 (2)+ o, (7)) + apx v e s

" {an[n21]+ 31(2:;J P an_l}x“'l +(a +a

a -+
o

+ a2, + .an

n:
1T % +a)i =0

Siendo el conjunto B = [l,x.xz, cer 3 X'} una base del rn{x} los coeficien-
tes de la expresifn anterior son todos nulos.
Por tanto a =0 .

De la relacidn a (T} +a =0 resulta que a =0

1
De 1 : n (n—l)
a relacifin aD(2J+ a [, ) *a,=0 resultaque a

Repitiendo este proceso se obtiene : a = a, = 32 - ,..w=a

Siendo todos los coeficientes nulos,el conjunto

{0t a0 « o>k M L G .

88 linealmente independiente

Nitese ademis que siendo la dimensidn de P (X) , n+ 1, forman una base de es
te espacio vectorial.
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en
el

al

b}

1.7?. Sea Pnix} el espacio vectorial de los polinomios reales
una indeterminada,de grado menor o igual gque n,juntamente con

polinomio cero.Se considera el subconjunto de polinomios

Bom {1 00-h) § (X=h) 2 kb s (=R D)
Demostrar gue B es una base de Pn{x]

Hallar la dimensifn de PniXJ ) ;
i n = 4,hallar las coordenadas del vector piX) = 5% +6H"-4X+2

3 4
respecto de 1la base B = (1, (X-2), (x-2)%, (X-2)°, (x-2)")

SOLUCION

a)

h)

P {¥) es una espacic vectorial cuya base canfnica es

ﬂ SRRt SRV )

La dimensifdn de Pn(K} es evidentemente n+1i , .

Cada polinomio de la sucesidn 1,(X-h),(X-h)", (X-h} ,eva s X=h)} es de mavor
prado gque cualquiera de los anteriores,y,por tante,no puede ser una combina-
cifn lineal de los que le preceden,luego estos n+l polinomios son linealmen—

te independientes y como la dimensifn de PH{K} ez n+l, forman una base.

B es una base de Pa{X} , luego

SR 6K -4xt2 = a +a (x-2) + az{x—Ejz + aj{x_2)3 + a&{x_zj&

o s Eal + &32 - 333 + lEraEI +
[ a - 4ﬂ2 + 1233 - 32a#}X2 +
{ a, - 533 + Eﬁa&}xj &
{ a, - B8a )X +
3 4 4
a& X

E identificando se tiene :

a, = 2ap +ha, - Bag +16a, = 2
) - 4a, + 12a, - 32a, = -4

a, = 533 + 24a, = 0

53 - Ha& = §

a, = ]

Resolviendo este sistema triangular,empezando por la filtima ecuacifn y sustl

tuvendo en la que le precede, se tiene :

=- G = 46 , a, = 156 , a - 122

& 2

i v ag =228y a,

Por tanto, las coordendas del vector p(X) en la base B, son :

(au’al’32‘33‘a4} = (122, 228, 156, 46, 5)

do me nor

pem

5 0

cCspacios vectonales - csiructira | bbb

1.7!;. Sea Pn[x] el espacio vectorial de los polinomics de gra-
o igual gue n.Se considera el conjunto de polinomics

p o« 1,%,X(X=-1),X(X-1) {(X=2), ...,X(X=1)(X=2)...(X=-n+1}}
sstrar gue B es una base del espacio wvectorial Pn{X].

LUCION:
-—-'-_-_-___._-

ge trata de ver que se verifica la siguiente implicacidn:

a + al}{_ + 52}({3—1) + aj}({){—l'}(]{—ﬂ Foaee F anx(]{-l) (X=2)...(X=ntl) = 0 ==
5 )

aﬂ = al - az = 53 = ... = an =0

ior expresidn obtenemos :
pande walores a X en la anterior .exp

0 == 0=a.l

= o
=1 =% ﬂ'-ao.1+al.l
F=2 == 0= an.l + al.E + a2.2,1 :
de donde se tiene :
= i § + ida2 o+ vl
F =l = 0 aD1+a13 a,.3 333
¥=n == (Q=g,bl+ aj.n + 2.:-Ll:n-ljl + ...+ ann!
8 =3 2y aj = i 0

Luego B es un conjunto de vectores linealmente independiente, y como la dimen-

$idn de P (X} es n+l resulta que B es una base de dicho espacio.

do

sig
i)

ii)

50

1-79. Sea V el espacio vectorial de los polinomios en t de gra
=n y el polinomio cero.Demostrar gue cada uno de los conjuntos
wientes e= una base de ¥V

{1,6,62, 7L 0y

(1,1-¢,(1-8)2,..., (-0, (1-0)™)

SOLUCION:

i)

a) Ez evidente que todo polinomio de ¥V es una combinacifn lineal de los
Vectores l.t,tz,...,tn-l,tn.
b) Adems 2 n=1 n . . x
Lo PoT: B st son independientes puesto que ninguno de ellos

28 una combinacidn lineal de los vectores anteriores,
2 n=-1

Por tanto, de a) ¥ b) se deduce que {1,t,t°,..., ,tn} es una base de V.

La dimensifin de V es,por consiguiente, n+l.
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ii) a) Siendo dim ¥ = o+l , una base de V¥ estd formada por n+l vectores li-
nealmente independientes.

b) Cada polinomio del conjunte {1,{1-t].{l—t}z,.,.,{I—t}n-l,[lqt}n} orda=
nado por grados es de mayor grado que cualquiera de los anteriores,y
por tanto,no es una combinacifn lineal de los que le preceden.
Luego,los n+l pelinemios, l,{l-t},El-t}2.+..,{lﬁt}n_l.{]—t)“ son 1i-

nealmente independientes y forman una base de V.

180 Sea P, {x) el espacio vectorial de los polinomios en una
indeterminada de grade menor o igual a 2.5ea M el subespacio engen

drado por 3 2
{x*-1 2+ 1, % -77x - 10}

Hallar una base de Pztx} que contenga una base de M.

S§0LUCION:

1 La base canfnica del espacio vectorial P2{x} es B = (l,x,x2)

La dimensifn , per tanto,de este espacio es 3.

2 5i el subespacio vectorial M estd engendrade por

2

x"-1,=x+1 ,3x2 - 7x - 101}

para saber su dimensidn se trata de ver el nimeroc de vectores linealmente

independientes.
El pelinomio sz = Jx = 10 es una combinacién lineal de los otros dos:

3% = Tt— 100= xS 1) - Tk F D

El conjunto de vectores o polinomios [xz =1, x+ 1} es linealmente ind
pendiente.En efecto de ,
e e T e Bl e 1. B

se sigue que a = b = (., Por tanto se trata de una hase de M.

3 Utilizande el teorem de Steinitz ampliamos la base {12 -1y 241}
con un nueve vector de la base candniea.
a) El conjunte de polinomios {1 , xz -1, %+ 1} @5 una base de Pz{x)-
Los vectores son linealmente independientes:
a.l+ b{xz =) +el(x+1) = 0

implica que a = h = ¢ = 0,
b) La dimensidn del espacio vectorial engendrado por fl,xz—l.x+l} as 3,
luego coincide cen P, (x).

Por tanto se ha encontradeo una base de Pz{x} que es ampliacidén de la de M

Espacios vectonales - Estructura | 67

1.81. sean V, v V, dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K. Demostrar gue si dim vl =n; y dim ?2 = n, entonces

- dim ile Vz} = dim Vl + dim vz

s 0L DCION:
soL.<o L

,xn} una basede V

Sea By = ( ¥p.%5, ; 1

gea 52 = Yys¥gs +ee 'Fnzj una base de '2 i

r{ns}rn 1)

sea 312,: { {xlmﬁ}mtleujj-":('-'cnl:-ﬂ} " {ﬂjyljgtnpyz}-. a'sw 5

w B o Ee ywaw o Z z -
1 2 L] +1 ' 5 3
ny ny+l n1+2 n1+n2

-
entonces el conjunto 312 es una base del espacio vectorial V. x¥

I 2
e E es un sistema generador del espacic vectorial V. x V¥

12 1 2
En efecto , sea u = (x,y) € quvz entonces x € ?l » Y E ?2
¥ por tanto @
® = al“l + azxz * e ¥ an “n
11
= b -
y 1%y T By o
2 72
luego =,
= {x,y) = alfxl,ﬂ} + 32{x2'0} + ...+ anlfxﬂl,ﬂ} -
hl{o,yl} + b,(0,y,) + ... + bnzfﬂ.ynzi
=C.E. + .2, F ..+ =z + c [ + + ¢
151 2%g i z
0y ny nl+1 n1+1 n1+n2 n1+n
con ¢, =a .g. = a ey m E g ¢ =t =b
L R B TRl T ’ ’ G
ny ny nl+1 j Bl L3 nl+:u2 n,

2 El sistema BLE es linealmente independiente .

En efecto : €12, + Ty o IR cn1+n22n1+n2 = [ es equivalente a
a,%, + 8%, o R Ty =
171
b + Ay =
1Y Y by, 4+ +bn2“n2 0
¥ por ser B, y B, bases se obtiene finalmente que los coeficientes son

1 2
nulos , es decir ,

cl- al =0 . cz = az- B iizas cn = an =0 ,
1 1
@ =h = o T g =h =0
n.+1 1 +2 2
1 Ry hy,  m,
Par tanto B,, @8 una base del espacio vectorial Fljtvi » luego

dim CFlﬁ ?2} = card Bio ™ n, + n,
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'1.5:2. Sean Hl ¥ HE dos subespacios vectoriales distintos de d!_

mensi®én 2 de un espacio vectorial de dimensidn 3 sobre un cuerpo K

Demostrar gue su interseccidn H1f1 W, tiene por dimensisSn 1.

SOLUCION

Siendo "1 N H2 subespacios vectoriales distintos,el espacio suma H1+ H2 contig=
ne estrictamente a W, y a W,, por tanto dim(ﬁl + Hz} > 2, luego ‘d;m{nl+u2}.3
ya que es la dimensifn wixima de un subespacio.
Por otra parte sabemos que
dim{Hl * H2} = dim W, + din W,
- di 8]
2 + 2 dlmml "Z:I

= di M
dlm(HI WE}

de donde,sustituvendo, 3

¥y en consecuencia, dim{ﬂlfW w,)

1.‘;3. Sea v3 un espacio vectorial de dimensitn tres sobre el
cuerpo K, W, un subespacio wvectorial de dimesién 1, W, otro subes

pacio vectorial de dimensidn 2. Demostrar que

W, o=V

W ﬂﬂ2={ﬂl}-li 2

1 1

S0OLUCION

dim(ﬂj - sz - dim{wl} + dim{ﬁg} - dim{Hl il HEJ

]

1+2-0
= 3
vy siendo dim{?]] = 3 gg sigue que

dimfﬂl *+ HE} = dimf?jl de donde Hl + Hé -V

¥ sustituyendo dim(W, + W,)

3

1.‘;4. Sea ve un espacio vectorial de dimensifn 6, W, vy W, dos
subespacios distintos de dimensifin 4.Hallar la posible dimensifn

de Hl M Wz

S0OLUCTION:

Siendo los subespacios vectoriales distintos Ul + HZ contiene propiamente a
W, v a W, , por tanto dim(W, + W) >4
Por otra parte, dim{'ﬂl + HEJ £ & . Teniendo en cuenta la relacidn
dim{Hl + W) = dim(W,) + dim(W,) - dim(W, 0 W,)

se tiene 3

i) 5i dim(W, +W,) = 5 entonces 5 =4+ 4 - dim{Hl m Hz}
ii) Si dim(Hl + Wz} 6 entonces 6 =4+ 4 = dim{ﬂlfW “2}
la dimfﬂl i Hz} es 2 & 3.

de donde

Espacios vectoriales - Estructura / B89

1.85. sea Z.5, el cuerpg de los enteros médulo 5 ,o nimercs
congruentes m&dulc 5. Sea EIE] =V el espacio vectorial sobre
dicho cwerpo de dimensifin 4. Sea el conjunto de. vectores § ':

s = {(I,0,2,y , (0,1,2,%) , 5,3,8,0))
1) Encontrar las ecuwaciones paramétricas de L(S).
2) Encontrar las ecuaciones cartesianas de L(S).

3) ver si el vector (I,I,I,I) pertenece o no al subespacio L(S)
s0LUCTION:

1) Aplicando el métedo de reduccifn en cascada se tiene :
Fl & {i.ﬁ,f,I} =X |

kg (1,5.2,.0) J "
% (3,1.7,5) \ = : S (6,1,2,3) = %,

Xq = (,2,0,%) | ¥y = (6,2,5,1) = Xy = ixl

Siendo yj - 7 y2 .82 sigue que ¥, ® yz son vectores linealmente

independientes ¥ por tanto Xy ¥ Ege

L{(8) tiene una base B = ()%, )

Las ecuaciones paramétricas se obtienen asfi:
e IR e RN :

x = (,%,%¥ ,X) pertenece a la variedad L(3) si y solo si :
=1 -2 -3 -4 - = === T

x= (X ,x ,%x,x ) = ajtl,ﬂ,z,l} + aziﬂ,l,Z,SJ

= {El,ﬁ.zﬂl,al) + fﬂ,az.Zaz,jag}

- {al,az,zal + Eaz,al - 3azj

de donde
x! =3

g !
22=52
o T B Ecuaciones param@tricas de L{(S)
X = Ja + Ia

i L 2

K =3 Fa

a; + 332

2 imd -
) Eliminando los parimetros a ¥ a, s&e obtienen las ecuaciones :

N R L )
o _ 3 ~ equivalentes a
xﬁ - xl = xz = () i

I +1:32 43 .

=]

Ecuaciones cartesianas.
=1 =2 -4
x + 7 ® + ¥ =

£
o

3) El vector (1,1,1,1) no satisface ninguna de las ecuaciones cartesianas ,

luego no pertenece a la variedad engendrada por § , L(S).
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186 Se considera en Rd el subespacic W, engendrado por los
vectores u; = {1,-1,0,1) . u, = (-1,0,1,0) , uy = (1,-2,1,2) ¥
el subespacio Wz engendrado por los siguientes vectores

vy = (0,71,1,1) , Vv, < (1,-2,1,2) . Se pide :

1) Encontrar la dim [HIIW HE]
2) Hallar la ecuacionesparamétricasde dicha interseccifin.

soOLUCION
1) pado que Hi + Wé = L(Hl U WZ} , S sigue que Wl + Hz estd engendrade por
5= { ul,uz.UH,vl,vz]

Para hallar una base de Wl + W2 basta extraer de § un conjunto maximal de

vectores linealmente independientes.

Lo haremos por el método de reduccidn en "cascada'.

u = (1,-1,0,1,} X 0= (1,-1,0,1) = uy

u, = {-1,0,1,0) X, = {0,-1,1,1) = uy +u,

Uy = {1,=-2,1:2) & Xy = (0,-1,1,1) = ug -y = X,
v, = (0,-1,1,1) x, " {0,-1,1,1) = %,

vy = {(1,-2,1,2) xg = (0,-1,1,1) = ke u, = X,

Los vectores X, ¥ ¥, son linealmente independientes, ¥ por tanto, gucede lo
misme con los vectores u, ¥ U, . Luego una base de W, + W, es B = [ul,uzj
Consecuencias

dim {Wl - sz =12
Si en la reduccidn anterior consideramos finicamente los tres primeros vectos
res se ve que hay deos linealmente independientes.Son B = {ul,uzj
Congecuencia :

dim W, = 2

Los wvectores de W, vy ¥ v2 gon linealmente independientes ya gque no s00

2
proporcionales sus coordenadas. Luego . dim Wy = 1.

i : ; e . o
Sabemos que dlm{“l + sz dim W, + dim W, dlm{wl nw,
por tamto 2 = 2 + 2-dim{W; nw,)

luego dim(W, n “2} = 2
2} La ecuaciones paramétricas de “1 n W, = W, som:

{Ilsxzvxjrxﬁj =  A(0,-1,1,1,) + w(1,-2,1,2) 7 (u, —h =2u,d + w,d + 2u)

Lopfd-rifo FELILNCY - CaruEilra [ 5l

4
1.‘;’- Se consideran en R los subespacios vectoriales engendra

dos

w, por S = (L, LLD,(1,-1,1,-1)]

HQ pljr 52 = {{lrl-;ngl:lftlrzr_lrz}i[3i5i_215]-}
gncontrar 2

1) dim(W, + "2}
2} dim[wl n Hzi
3) Ecuaciones de W, + W,
4) Ecuaciones de W, n W,

sﬂLUCIﬂH

soLU >~ - - —

1y La dimensifin de Hl es 2 ya que los vectores no son proporcionales.
La dimensifn de W, es tambi&n dos ya que ,

i3tsr_215}

£¥.1,0,1) + 2(1,2,-1,2)
(1,1,0,1) + (2,4,-2,4)

Como base de w? tomaremos los dos primeros vectores.

Calculemos ahora la dimensifn de W, + W, . W, + W, viene engendrado por
Sl u 52, v por tanto por los vectores de 51 ¥ 32 linealmente independientes.

Aplicande el método de reducci@n en cascada se obtiene:

x, = {1,1,1,1}) [ 3y = {1,1,1,1) = x

1
1
S T ) - = =) = =
2 £ 1,-11 i ¥a (0,-2,0,=2) X, = ¥ -
x, = (1,1,0,1) ¥y = (0,0,-1,0) = Ky = ¥y
'.K4 g {1'2’-1"2) L F& = {-Dllt-zsl} = Hﬁ = :(1
L2 = (L1110 =y, = x
32 - (D.-—i,ﬂ,—i} = yz
z, = (0,0,-1,0) = ¥y De donde dim {Hl + Hi} =13
W = (0.0, _
By = 1,0) s P £

del subespaci i ]+ -
IJna baze P 10 vector ial W "2 es B [‘{1 pxz |33}

2
) Sabemos que se cumple la relacifn :

dim(ﬂl + sz = dim Hl + dim Hz - dim(ﬂl 1 U2)

5 a
ustituyende : 1 = 2 2 = dim{ﬂl n HZ}

Por tanto se verifica que di.m{“'ll'l HZ} -1

3 =
} Lag ecuaciones param@tricas de Fl + Hj son :
L i S
(=", x“,x",x") = a(1,1,1,1) + u(1,-1,1,-1) + v(1,1,0,1)
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(%.0,0.00 + {p,-u.u,=u) + (uywsyud

{ At ut v, A=u+ v, Ak, A=t vl

De donde , =% 4+ yu+
=.]-—'|..+"-'
= A+ u

x = A-nu+w

Eliminando los parimetros A, p, v, sSe obtiene la ecuacién cartesiana del

gubespacio vectorial Hl + W

4) Las ecuaciones paramétricas de W, | v, se obtienen asi :

Sea X = {xl,xz.xa,xﬁ] un vector de ﬂl n “2 , entonce se cumplird :

x E Hl

x E W, = X-T"‘j*ﬁx&

= x = ux1+Ex2%
2

de donde ,
@f1,1,1,1) + @A{1,-1,1,-1)

v{1,1,0,1) + &(1,2,-1,2}

fet+tp = y+ i
‘ a = § = y + 26
s
a+ B = - &

lg=pf = v+ 26

Resolviendo el sistema queda :

1 1
(2,B,7,8) = (- 58, -3 G.-28 . 6 )

Tomande § = 1 rtesulta que el vector x puede ser @

g = (bx,x,xY) = -2(1,1,0,1) + (1,2,-1,2) = (-1,0,-1,08

Par tanto (xl,xz,x3,x¢} € W W2 sgi v solo ai

ey = M=l

- (--:"!n ] =X ] D}

que son las ecuaciones de la variedad o subespacic vectorial Hl n UE

las ecuaciones cartesianas se obtienen eliminando el paridmetro A @

xl - x3 =0

2

x =0 Ecuaciones cartesianas.

x = 0 |
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; 3 :
1_[“3. se considera en R™ el subespacic siguiente :

W = ({x,¥vs2)/ x+y-2=0, x+y+=z=20} .Hallar
1) La ec];.acian de un suplementario.
Descomponer segfin W y el suplementaric calculado en 1) el vec
gor (1,2,1) de R

2)

soLU CION:
-—-'_-______.__

1) &) El vector Xx; = {(1,-1,0) ea un vector de W.
) Si gueremos completar una base de W tenemos que encontrar un vector

% = (a,b,c) que deberd cumplir

2

1) xzﬁw,esdecit. a+h—c=0:a+biﬂ e
a+b+c=0 ! c =10

] Los vectores xl ¥ xzhan de ser linealmente independientes

De las condiciones dadas en (1)} resulta que

Xy = {a,b,c) = (a,b,0) = { a,-a,0) = a{l,-1,0) , luego todo vector

x., s proporcional a X, ¥ no puede ser independiente.

2z

De a) y b) se deduce que B = {({1,-1,0)} es una base de W , v dim W = 1.

Vamos a completar una base de Ra,

Sea x, = {1,1,0) € W segin se ha visto en 27). Por tanto X, ¥ x, son
dos vectores linealmente independientes de Ra.
Sega finalmente xq = {m,n,p) entonces X 4%,y,%, 800 linealmente indepen-

dientes, =i lo son leos vectores (1,-1,00,(0,2,0),{(0,0,p) puesto que

(1,-1,0) (1,-1,0) (1,=-1,0)
(1,1,0) o= (0,2,00  += {{0,2,0) .Para ello basta tomar p # 0
(m,n,p) (0,nim,p) (0,0,p)

El vector x, puede ser por tanto : *y = (0,0,1)
Sea W' el subespacio engendrado por X, ¥ %3 , entonces W+Wr= R; por

&l teorema de compleccifn de la base.

Las ecuaciones del subespacio W' son las siguientes :
u =

(x,y,2) € W - (x,¥,2) = 3{L,1,00 + u(0,0,1) = (X, k1)
De donde W' = ((x,y,2)/ (x,5,2) = (3,0,0) , A,u€ R

1} - Xpresidn de vector u=(1,2,1) es {1,2,1} = (3:3:"{'} + (Aa2,m)

€N a4+ f+y =0 y o+ B8 -y =10, es decir , se tiene el sistema :

1 a + 3

2 3 De donde se obtienen :

; + Y= 0, =l :l=3;213*1f293=_11f2
¥

0 - | ' Tamga: (1, 2:0) % (=i, 15008 4 (6231210



1.89. se- % 5, el cuerpo de los nimercs congruentes médulo
y sea V¥ = :15] el espacio vectorial sebre diche cuerpo.
Se considera en V el subespacic vectorial W de ecuaciones
3x + 2y -~z +t =10
x+ v+ z +2t =D
1) Encontrar un suplementario W' de W.
2) Descomponer el wvector v‘= (1,2,0.0) segfin W v W' calculado en
apartado anterior.

;:. (x,¥,2,8) = a(0,1,%,0) + B(1,5,1,1)

“~(G,a,fa+h,B con abezy
. ge"?e'_{.mu cartesianas de W' son :

' x-t=10

z -2y -x=0

_;-H' ompesicidn del vector v = (1,7,0,0) es la siguiente:
La ?hsc __________

SOLOCION: 3 (1,2,0.0) = a(I,1,1,1) + B(1,2,2,0) + c(0,1,2,0) + d(1,0,1,1)
e 3 + b, a+3b,a+2b.2 + (32,2044,
1) Cdlcule de una base de W. _ = (a + b,atZb,a+2b,a) + (d,c,2cHd,d)
Para ello hallemos en primer lugar un vector de W.Multiplicando la primera tanto, D 4
eeuacifn por 3 y sumindole la segunda se tieme : e
e s SN
de la que es solucibn , 2 =1 , v =1. ¥ Lza's

Sustituyendo en el sistema dado obtenemos el siguiente :
I+t =3
£+ 3 =17

 puya solucidn es : {E,E,E,ﬁ} = (I,1,2.5)

De lo anterior se deduce que :

Las dos ecuaciones son iguales , luego una solucifn es x = t = L (i’i’ﬁ'ﬁ} = {E'E’E’E}_+ (E’E'E:4) ]

Por tanto un vector de Wes : (1,1,I,I) = u ~donde (,3,3,D € ¥y (2,520 ew

Tenemos que buscar ahora otroe vector, sea v = (a,b,c,d), tal que u ¥ v se

linealmente independientes o lo que es lo mismo que v no sea miltiple de uj

para ello basta que v no tenga todas las componentes ipguales y que pertene=¥ g

eX 1 Wede owile sleils el b Y TS R | -. : 1 m. ‘En RE se considera el subespacio vectorial engendrado por

Una base de W es por tanto, B = (u,v)= ((I,I,1,1),(1,%,Z,0)) B & e eciotes 5, L(3)
i :

{{llll-lflfufl}P[Drurhlrlrzfu:ll'{3fntll’5l’-ll-1}l{EIzl-szflfu}}
Hallar las ecuaciones cartesianas [ = WO paramétricas) de L(5)
éPertenece el vector (1,1,1,0,0,1) a L(s5)?

Vamos a encontrar ahora dos vectores w y t tales gue Bl= {u,v,w,t) sea

base del espacic vectorial 3?5). Sea w = (X,7,2,£) ¥y t = (m,n,p,r)

Utilizando el procedimiento en cascada se tiene:

T, I1.1,1) (1,1,.I,I3 f(1,1,5.1) (1,1, En caso negativo sustituir los ceros por nfimeros tales gue el
l!‘(i,i,i,ﬁ:n gca,i,i.aa | GLLD =,,\ (8,1,1,5) - titante ol pertenazca.

(G.3.2. J@5R, 35D [ 0.0,5-5,83%5) | 0,0, 045 SOLUCTION :

I{E,E,E,E} llcﬁsﬁ_ﬁl.a_a!;";") | {ﬁ.ﬁ,ﬁ-ﬁ,ﬁiﬁ-&ﬁj l'{ﬁ ﬁ!ﬁ E"'iﬁ‘l-ﬁ}

donde, ¢ -b=1 BBl icando el nétodo de reduccién en cascada :

* = (1,1,-1,1,0,1) y, = (1,1,-1,1,0,1) =

¥ L]
y p-m=10,esdecir ,c=1+b ¥ p=m; adenis

T+Im+n #0 , es decir, *r+n # 2 =%
Por tanto,tomando =0 ,3=0.y=1,z2=2 % = (0,0,-1,1,2,0,) y, = (0,0,-1,1,2,0) = x,
= - T = 7 = O =
¥y p=m=1 , t=1,n=0 . (3

== == - == 3 +0,1,5,-1,-1) = (0,-3,4,2,-1,-4) = x, - 3x

ge tienen los vectores wy t ¢ w = (0,1,2,0) ¥ t = (1,0,1,1) Rna ¥y = AMaTcaRasimly ) 1 1
TR TR = e X = (5,2,-2 Lemahi R ¢

La base B, viene dada por : ((1,1,1,1),(1,3,%,®,(3,1,2,0,(1,0,1,1) 4 +2,-2,8,1,0) ¥ ™ {0,-3,3,5,1,~5) = x = 55

Los dos primercs son la base de W y les otros dos del suplementario W'.



2} Se trata ahora de ver si el vector (1,1,1,0,0,1) pertensce o no a la

3

y continuando el proceso de reducciin en cascada hasta obtener vectores con

uno, dos , tres o mis ceros en la primera posicifn, resulta :

z) = (1,1,-1,1,0,1) =y, MIBMTHh T

2, = (0,0,-1,1,2,0) = v, 2 Wo = Iy MY, X,

2, = (0,-3,6,2,71,-8)= v, Wy IR Oy

z, = (0,0,-1,1,2,-1) = y,=y3 | ¥, = (0,0,0,0,0,-1) = 2, =2, =¥, =¥ -7,

Los vectores W ,wz,w oW

1 Y

mo sucede con los vectores % ,X.,%X.,%X, ¥ forman una base de L(5).
1 2 3. 4.5 6 Lok ol - . _

x = (% ,x ,%x ,% ,X ,Xx ) pertenece a la variedad L(S} si,v solo si,

(xlsxzsxjgxﬁrxﬁsxﬁj - 31‘:11:1!'1:]-,“,11} + azfﬂ,ﬂ,-l,l,z,ﬂ}

gon linealmente independientes ¥ por tanto lo misg

+ 84(3,0,1,5,-1,-1) + a,(5,2,~2,8,1,0)

de donde se obtiene :

X = a; + 333 + ia4

2

X = al + 234

3

x = -al - a2 + 33 - 23&

4 Eliminando los pardmetros al,az,.'a,:*,.ail
K = al + 32 + 553 + Eaﬁ

5 ge obtienen las ecuaciones cartesianas
s 232 T84 * ') de L{3) , y son:

]

x = a = a,

11xY - sx? - 6x” 4 3 = u]s
3 &
2x1 - 2x2 - % - x =0

variedad L{5) . Sustituyendc se comprueba que no verifica las ecuaciones

de la variedad L{5).

Sea ahora el vector X = {l,l,l,xﬁ,KS,lj entonces se debe cumplir

11 = 5 = 6xﬁ + 3x5 =10
4
2=-2-1 - =z =0
. : ; L B > = oy
Resolviendo el sistema se obtiene : x =-1 , x =
Por tanto, el vector pedido es : (1,1.,1,-1,-4,1) que pertenece al subesp

vectorial L(5).



